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728�2��/����9�������:�'��
�9;������3�*<�9��;��3=�>�<-��	<��?�3@���A��B��*���C�DE�F�(�.GH�E�?���?

��)*�+�� ��<��	���� 9H6	���� 
Excel, SIMAN, Arena and General 
Purpose Simulation System (GPSS WORLD)��?�$�;���<���*/����64�I(

�5�8�JK�� 5�82:*�� 
2L(�  2�� "���K� 
�� I-+��� 3�0� 
�� .�! ��� "�M� �12��� NO��
�9��;*���� 
2�����I�� �;*#(�3�0��64�3���*/�A��$�/P��NO�����	*���N/P��$����K�

��28��2:*K�Q��R���*8S�3/�K�*�����H���*<�3=��T�U��I��V����W���*��N/P����
X��*�A���>��2��	�����2Y���#�3=�9%����W2U2	���9�/��� �81'��

� ,-�	���� .����W2U2	��9���0��>�����0�� ��*/��� �64�3:Z 8Model Building�'
�3@�2P#�9�<����O���,-�	��34���4��T�����[6���,-�	����Dynamic Stochastic 

Systems���\� 9�<��� 9	O�0� ]�6<�� 9�;�;���� 9	O�0�� �O��� N/PK� 3*�����
��H� ��1��� 34� 3*���� 9�@�2P#� '�W���A�� 3�#� �	*�K� 34�� �	�#�� ��=� 9H6	���� ��*�K

�N�=�3=������D���6�(�2���^	=�C_���N	#�[(�N^���T�^��981�`���>���T	����F��)���
��� $8��� �	4�/=� ���J���� ���*�� 3���1�>��1(� Q�	H� 
��)*�0� 9��T	���� 9�	����� 9�`�)

��T��� �����N<�a*�0� 1�2	���� >Sb�� c`�� �T��� �����N<�3: #�� 2�� �/��� ���J���
d;=�e�Z����3`8���b���9��=�9�:L��4����I2/8��L��`�*)��3��<��'�XU��*����L�

� 
��)*�+��9H6	���Microsoft Excel� ��Vesim�[���*�M�I�<� �� ��*/��� �64�3=�
�"�M�9=�UAf��Q��2����T���)*�M��9��������TK12H������/����4��P*�M�24�a�������56T�

�a�������������:���9���J��9)���12H�VesimX��*�A��"�#��'��
�N^���P����>��`%�a�����
��)*�M�IMExcel���P*���g�%����<��	����9H6	����3=�

� �P���� >��`%� 9H6	�� X��%��� h>����J��� ��� ��^<� 3=Spreadsheet 
Modelling�$��L� ����3���J��� ����*���3=�98���i���� ��H�9	T	���Q�U�2	��� ���

�N�L���� ��=2*���/K������2����T��/!(�N/��>��������9J ���	��9�@�T����TK��;	��]�-�
9��b��>����������P*�M�'��

� 9���0�� ,-�	���� e���*�M� "�M� ��*/��� �64�3=�XL�:K� �;�Prototype Models�
���������� N^	K� 3*��� ��;�	��� ,-�	���� ��� ��^/��� .���� 3=� 9���0�� >��2/	��� ��*�K� 3*

�>S1��	���N^��,-�	����.����3=�9	T	���9�U�8����>��10��XU��*�M��	<�h3;�;���
� 9��U�`*��Differential Equations� 9�L��`����Difference Equations�

�>�=2`�	��� �����Matrix Algebra and Cagculus�9������ .�i=�N�^	K�� �
State Space Representation�� '�e���*�M��K���*/������ ����0��.GJ���3=�

�9����1�>S���3=�9`�*)��9�<���9	O�0�,-�	����j���.���Case Studies'��
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�9��;�''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''''''''''''''''''''''''''''��


����������''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''''''''''''''''''''��

9H6	����>�����(�s�1��2	�����t2U2�����e�Z��''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�,-2	�������#��9;�;�������#''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''��

�
�O����9�<����3��O������/`*��''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�9����(�l8���K''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''''''''''''''��

�3��O������/`*����O��9TH�����,-2	����l8��K''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�
�O����9�<����3��O������/`*���3=�
�O����N�^	K'''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�������������''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''''''''''''''''��

�9��U�`*���>S1��	���''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''''''''''��

�9�:)���"��0��9H��������9��U�`*���>S1��	��'''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

��������>�H��������9��U�`*���>S1��	��''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�9*��Y�>����	��9�:)���>S1��	��''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''��

�9���J*	���9�����''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�9���J*	�����\�9�����''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''''''''''��

�NU�`*���N��#�u�2��D''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''���

�N��2���N���*���98�O�'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�9��`�	�����6J��''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''''''''''''��

����/	�����6J��''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''''''''''''''''��

�9���;*	���9�<�	�����6J��'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

������������''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''''''''''''''''���

�9�L��`���>S1��	��''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''''''''''��

��9�:)���9�L��`���>S1��	���"��0��9H������''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�
��)*�+��"��0��9H��������9�:)���9�L��`���>S1��	��� N�Excel'''''''''''���

�9�L��=�9�1��	��9��U�`K�9�1����R8�;K'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�9*��Y�>����	��9�:)���9�L��`���>S1��	��''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��
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�9���J*	���9�1��	���
�����N���''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''��

�9���/���9�1��	���u�)���N���''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''��

�
��)*�+��F2�����3@�T���� ��*��Excel'''�'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�������������''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''''''''''''''''��

�>�=2`�	�����������H''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''��

�>�=2`�	���"�#�9����0��>���	���''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�>�1��	������`	���u�2)���j��''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''��

��G�		�����;��Eigenvalues''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''���

��G�		���>�TJ*	��Eigenvectors''''''''''''''''�''''''''''''''''''''''''''''''''''��

��2;��9�����9=2`���Q=�''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''��

�Q=�e�9�����9=2`����2;��''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''��

��-�P���9	�;���]�/`KSVD''''''''''''''''''''''''''�''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�>�=2`�	�������''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''''''''''''��

9=2`�	���9;*P�''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''''''''''''''''��

�9=2`�	���N��/K''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�72/�	���9;*P�''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''''''''''''''''��

�������������''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''''''''''''''��

�9������.�i=�N�^	K''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''��

�3��G���F�J	���3=��T����9������.�i=�>S1���''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�9������N/!�"�M�N82�*��''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''''''��

�����9��U�`*���>S1��	���N82�K�9H���n'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''���

�9H��������
�O��N82�Kp�9������N/!�"�M�''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�9:�*)	���98��J����9��U�`*���>S1��	���9���'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�9�:��"�M�9�:)�����\�9	O�0��N82�K'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

���;*�	���9�:)���9	O�0��N�''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''��

�9���J*	�����;*�	���9�:)���9	O�0�''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�9���J*	�����\���;*�	���9�:)���9	O�0��'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�9�L��`���>S1��	���9������.�i=�N�^	K'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��
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�
��)*�+��N���Excel''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''''''''���

�9:��2��9�L��`���>S1��	���9������.�i=�N�^	KVensim'''''''''''''''''''''''���

�������������''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''''''''''''''��

�9����0��,-�	����j��''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''''��

�2	����,-2	�{F���A���(�|�3:)��'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�2	����,-2	�{F���A���(�|�3�0�''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '��

�3:)���F���A���2	����,-2	�''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''��

�3�0��F���0���2	����,-2	�'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�3����*���,-2	���''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''''''''''''��

�>2	�����1S2���,-2	�''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''''''''��

�3*�H2����2	����"�����,-2	�'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�}��P��1���	���2	����,-2	��{3*�H2�'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''�|��

�9����[��Z*	��9��U�`*���>S1��	����l%28�,-2	�'''''''''''''''''''''''''''''''��

�9����>���Z*��~�^��9��U�`*���>S1��	����l%28�,-2	�'''''''''''''''''''''''��

�������������''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''''''''''''''''��

�,-�	����j���.�����9����1�>S��''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '��

m�|C2��9�<����,-2	��.���'''''''''''''''''''''''''''''''''''''�''''''''''''''''''''''��

�
��)*�+��,-2	��������������KCurve Expert'''''''''''''''''''''''''''''''''''���

�
��)*�+��,-2	��������������KExcel Solver''''''''''''''''''''''''''''''''''''���

o�|9���#��2;��I�G)��,-2	�''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''�'''''''��

�,-2	����3=�9�������>�L����''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''��

�9�`�)���986Z*���>���1Feedback Loops'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''���

�,-2	����>S1���''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''''''''''''''��

p�|3P*�2��=�9���**��,-2	��'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''���

�
��)*�+��3P*�2��=�9���**	��9������.�i=�N/!�,-2	�Vensim'''''''''''''''���

n�|9�@�2P����9�<�����,-�	���''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''���

�)���9�=2<��	���9�%''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''''''''��

�
��)*�+��9�=2<��	���9�@�2P����9�<�����,-�	����N�^	KVensim''''''''''''''���
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w�|R�P*���,-2	��bifurcation''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''���

*���,-2	��N�^	K�d:)	��R�PVenSim''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''���

x�|R�L�3=�9�i���3�8�;K�,-2	�''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''���

�a�������N^	��,-2	���Vensim''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''�..'''''' 

y�|c*�8�2��>��-�H�,-2	��Lorenz Attractors Models'''''''''''''''''���

�9:��2��,-2	����N�^	KVensim''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''���

z�|9��i����7�*`	����,-2	��Prey and Predator Model'''''''''''''''���

�
��)*�+��,-2	����N�^	KVensim'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''�'''''''''''��

�9�������>�L���(�''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' ''''''''''''''''''''''��

�9�`�)���>������''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''''''''''''''''��

�����{m|�9;������>����*�A��>���HM��9�•�(�'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''��

�QH��	��''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '''''''''''''''''''''''''''''''''��
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#$���$���"�#��s /%/����%�#0�R�J8��L�,-2	����24����u�)!(���#�N•��2���^	=�h�

��4����s���&�R�J8��L��h�9�U�8��9�1����24�s�$*��HM�I2/K��&���9���� ��:L�24�s�,-2	��24

���&�R�J8��$@�P�M�1��8�"��	��s9D��)���>������(�3=��2Y�[�K�K�9��1'��

���� ����fK�2��$������H2���TK���HM�3=�€�*P	���N���?9;�;���N�^	K�?�N^	K�9�U�8����>S1��	��=�h

�9�/���/��{9�<��� |�,-2	�� ��3;�;�� ��:L�N^	8�9������ ��:L� �� �^��9������� X�K�Q	*J��2	�

�l�<��c��	���N/!�N^	K�9������h�$@�P�M�����3;�;����"��	���$��#�������[6���N/P���N^	8�"��	��

�TO��$@��K����#�'��

�9���������N/=�•9`�*)	���,-�	����9���;������;K����/ 	8�l�/=�3=�<���\�,-2	�����������l8��*��

�T*���;�� �/	8S�� �T���� ���<�  �*�M� €��4� �/��� 9;�;��� N �^	K� 9������ ��:;���� '�d:)�� �^	=

���N<�9�8�	��� �T�=�Q;K�3*��� ������� 3=� �`����C�D�d:)��� ���9�8���W��2!�9;�;����N�^	K� �	T

���;*�� [�42H� ‚�!� €��4� �-M� h� ��b�� I�/�� �	4��(� 
��)*�M � �/	8S� �/��� ��T��P*�� I����8�

�24��S(�,-2	����*�+��Purpose�l8��K�g��8�3��K����-.
#$���$���"�#��s*�1��.��%�#0�

 /%/�2��Z��9�8�	���]�K�W��2!��T�����K�3*���9;�;����N�^	K�24�W��2P���d:)	=�h��FS�*�A��e

�g��8� "*�S�� ������� ]�K� 3=� �`���� C�D� "�#� FS�*�ƒ�� g�� 8S� ���D� 24�� �T#��2!� "�#

�•���,-2	����N�J8S��64��/���9�8�	���]�K�3=����	���
 ��1kM�}�;������*��'�9`�*)��W�2�(�€��4

�>���:;���,-�	��Q	H�3��	���Ti����F�`D0��R����u����T i���h�����0��>���:L���{��N^

Q��2:���Q	H�|9`�*)��,-�	��a*�K�9`�*)	���e��\„�=�h��6/4�'��

3��*���F�^	�����$U��*��� 2���,-2	����3=���&�[�42H�‚ �!�€��4�s�.�L�%0����(�€�#1�2�

�9#���� ]��d)8� I(� ];8���� �/	�=�h� �8�:���  ��KS����D�X ���� ����F�0�$�G���"�M�1�J��

h�$�G���"�M�[1BK�3*���W��2P���d:)��d:)��]��,�)8��L��(��;*����\�d����d:)��I2/8��L�

�h�$�G���QL2��]���!B8����T���/��9�8�	���N	P8�d:)���(��T�=��/�8�3*���9;:�	����O���3���4

�[1B8��64��h�9`�*)������c�8�;	���N�%�`*������9`�*)��>�H�1��T�=�I2/8��L�>�::)	���564

� �(� t2U2��� 9H���� "	�8��� "�M� (
)
��tionResolu�N�%�`K� �8��K�R����� ��� �^	=�h�

�[�B�����4����F��8�����82�K�9�…��>6�����2%����.��!0 ��{�c<2=�I���Focus�|�9=�������

������ ��H� W2�� ��� �82�K� 9�…�� >6��� �-M� �1����� ��H� 9�U��� N�%�`*��� I2/*�� �/��� �����

R����� ���� ���� �82�*���3=�†�)*��†)!� '��9H�1��T���i8��,-�	���=����*8��64��t2U
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,-2	���� .���� 3=�N��K�3*��� 9��T���� 98���i���N�%�`*��� ���;	�� '�t2U2��� 9���L� ,-�	��€��T=

Low resolution�t2U2���9���#�,-�	���High resolution'���

�24� ,-2	�� .����3=� ���0�� [�42J��� ‚�P��� �,�
#��Resources�1�2	���N	PK��>����/�A���

�t�*	�����G������:�	���[�P�����#�����t�*	�����G����	U��T���*<M��/		����(� ��=2*	������)���

�t2U2������2�:	���e�Z���,-2	��3����I��Q�:*���>����/ �A���1��2	��� ��L�"��=�h�3��	���

�d:)������]���R�D��d;=���:����u�%����L��.�i���9L��� X�:#���-M��^	=�h�R���	��

/�� ]*���H� F2�� �=��	����W��2P���c	�� ]�� t�*	��� ��G���� �8�J*�	��� ��:��� �T��)*�8�3

�j���l�iK��j����"�#�12�(�9	�;*���}2:)��9:8������K� 2����:�	���1��2	���=�h��@�L1

�C�:��� ���*�� ]�+=�9�2��� 
�L(� ]��3:#��2�� Ib��h�9	T	� �� �=��	��� "�#�F�K�3*���>������

�f�� �=��	���� ��&� I2��� 9�#�`���� I2��� 9���@����I2��� �H��	��� �^	=� �T*�#2�� "�#� F�K� I�2

��2�:	���  �T��� ��;�� t2U2���� N�%�`*��� �8GK� �6/4�� ��&� I2��� R#�	���� I2��� �#�:	���

�„	K� �L�� �2�:	���  �T��� 
�)KS� Fk���� �(� ��J!(� �(� 9`%� (� ���� �^	=� 9��*	��� 1��2	���

2D��XL��"���,�*�K��T����	<��T�2U�����N�;K�N�%�`*��9:8�)��t�*	������F'��

�24���JT���3=�$��*���[6����,-�	����.����3=�$	T	���‡1��	������3245����&���6��7%#�����'89�

nBottom up desig���;��9����	���N�%�`*����1�8k��Y�t2U2���N��L�d����,-2	���.�����24��

,-2	�������e�Z����;�*8�"*���1��2	���g	�K���'0�������	�*���(����c/#��64�N`�„��"�#

Top down design�h�9	T	��� ��\�N�%�`*��� �T���N8G8��Y���;�������^<�N�%�`*��(��8�[6����

��4�5���*�����[6���������'��

�d;=�C�:*��  2�� ��*���1�3= %)�	���� -.�#$2��9�U�8����C�:��� 
��)*�+�� "��K� ,-�	��34��

{2��h�9���	*�M�>��8k2K�h�9�;:���>�L�#�h�98��H�>�L�#ˆ���9��2����a����� ��>��k���'|

3U�8��,-2	��.����9��	#�34�9H6	����If���T`�� 2��'��

�-.
#$���7��4�� /%/����7��4Real World and Model World����

��

�N/P��9�;�;����N<�P	����T=�I���S��"�#�3��*�8�N/P����H��;���$�=�‰����[6���3;�;����������

��S�� fJ�8� �6T���3@GH�"*�� ���N��<�3/��N<�P	���564�9���D�t�P��d���*����R8�;*��� "��� I�

3��*���N/P���3=��	<�9����U�9�����N/P��3;�;�����������N�^	K��/	8�h��T���F���8s��
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����

Real Worl Model World

Model

Occam's razor

Interpreting and
Testing

Model results Formulating model
world problem

Mathematical
analysis��

��

�d����3���4�N/!�"�#��6T8��(�3;�;�������������;8�{
�T<���72	��51�����$=��D(�Š2�K�|

#�N^	8�[6��������������F�;*�ƒ���3;�;�����������d���K��R8�;K�24�,-2	�������#��h�,-2	�������

�
�)*�8�,-2	�������#�"�M�3;�;����:�;<����
�s Razor'Occam�3	�#�3`��=�(����24��h�

F2;8�s�=�%>���?%�9��@�<�A#���B�7CD��'8	E��F���324��'� 	,��G��� �%1��%H������ �<�8I9�&E

���� �%H������ J%A��� �"C� �8�0� �@ 2�A#��B� (���� $��#� 3��� (��	��� �64� h��KA��� L84�F� ��

Parsimony Principle� ��F2;8� [6����3	�����V����� 3=�s�-.
#��6�� ��<'�M�$C�N�<� �.E

�
C� 7��I#���� ���%+�#��� 6�� �84� �F�� O
�	� O"��� -.
#$��P� QR��$��� ���� �9	�/0� �SI	� 8T��

�GP���-.
#$���U64�"�#�F1(�S����*P�8��I2��L����(��	������ �������24�[6�����2TP	���

��K2����9<�����I2��L�]�6<��h�C�DA��"�#��T	4(��9�U�8��������2;���d����� ������4��\��

9��2��	���9	�O����R�<�*���9:������9�U�8��������2;�����'��

;8� ��� I�� [�O�� 9TH�� �������2L�� ‹�%� QU�� 3=� l�/K� ��� ��^������� .�	����� j��� $ �� 
2

� �2:�� ��#� ��� ��;���� 9�2:�� 9�U�8�{�^<�� ��� 9�`%� ��� �Ti��� |�52:��*�(� ��� l%2�

�
�#�� �T�P=� �2:\�� g������ }���*�A�� ��� ������ N<� ����� � �L� h� �TU2	\�� �4��;�*�� ��4��*�

�� ����2;��� 564� N^	�� 9�;�;���� 9�/P	��� �T����*�M����� ��� �46�f8� j������ 9`�/*	��� ‹����

{9U2	���|�}���0��3=� ���*����S2�;�� I2/8����$D���*�M�I�� �;*�8� N��5��\�N	#��	<�N	�8�
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���\� ����	���� >���Z*	��� ��� ��^/��� [2�K� 9�82D�� ��;�� � 9�U�8�� >S1���� I���� 9�	����

98���i���'�9	�L�1��*	��������A��3=�]�-�"�#�I�4��<����N;*�����Z*����`U(����N<�1�1GK�

�N^��Q��*��� ��Z*	��� "�M�9�;:��� �(�9�����9`%�[f��X	8S���Z*	��� �64�I�<2��"*��9�1��	��� "�M

�������F�`D0��F�2D(���‰�J���}��U����9•=�N�1w�"�M�mw�Q	*J	���c`��3=�9���{��T���N<

k�3��*�����[2L�d���K�3:�8��64��1�1G8�3=��1�8��� '�|���1GK���^������ ��� ��^/���Š����6/4�


�T<�(�72��3Kf8� ��4��98���i��� ��\�N�%�`*��� ��� ��^/� ��� �TKS1����s�N�%�`*���N<� ���*�M

$��/!��d����3=�,-2	����3;������H�98���i�����\'��

��3=�34�,-2	�������#�"�M�3;�;�����������N82�K�9��	#�,-�	����.����3=��2:��R�%(���4(�9;�;��

���\�N�%�`*���N<����*��� ,-2	���� .����9��	#�3`=� 
�T<���72��(��	�� �8�T*��� �T�� 
2;��3*���

9��*	��� 1��2	���� �8�!�*��� �T*J����� �/	8S�3*��� ��� t2 U2����e�Z���� �8�!�*��� $	T	���'

�$���N���*����/	8��J��"���3;�;�����������Q:;�����=72	��Q:L�2���	<�'���1(�
�T<���72��(���

�9�%� [�� $�� I2/8� ��� ,-2	���� ��� a*�*�	��� N���� I+=� ��^ /��� X�:*L�� �-M� h� ��:��� 9����

9��*	���1��2	����9���R�����,-2	����I+=�N��;���X�:*L ���-M��9�;�;����9�/P	����'�t�P�� 2�

3��*���F�^	����
�T<���72����������N/P��s��

�3=�X��1��;��l@�6;���W2U2��N��/*����NU�`*���W2U2��3=�>��U�8���Projectiles�3*����

�X��Y�N�J�K�F��	��(��8�C�;*!A��h�‚=�/��Q:L������Q�*K��9#������9=��	���9�����}��!�����

� ��	� 9�1��	��� N��/���� �
 � �����G��� 9���<� 9��kA�� "�#� N����� ��K���

� � ��
� � �� � �� 	 � �� � �� '��������� 3=� 9�/P	��� I+=� 
�T<��� 72��� ������� N/P��� .2U� "�#

�9\����� ��	L�h�$T��!��� ��� �J��3��<�9�Y�	�� .��!�� �(� 9`86L�9<��� �#�B��*���� 
2;K�3;�;���

"�M��T�;���9�;�;����9�/P	���3;�;�����������I��e�*=��[6���
�T<���72������)*���, -2	�������#�

�Œ��`���3=��X��Y�9��-�H����N�J�K�F��	���g:��{[2H� �\�12H��
�#�|�[��12H��
�#�Q�

�‚=�/��Q:L�N/!�"�#���	���,-2	��I+=���������64����e� �`���564��	U�h�Š������YB��Š2L

	��� 3=� ��*��� �Y� h� $���� 9��/PK� �/���������� e��\0�� �6T�� h� �^�� 9<��	��� >������ N���

�9<����T��l@�6;���Q�	H�I��f��*8�,-2	����If��9�U�`���3=��TO8���4��:)���h���H��������,-2	���

�9���D���<��(�9P8��������2���-���3;�;�����������3=�‚=�/��Q:L�N/!�"�#������Q�*K{a�2��a���|

•t�8��12H��3=� '���T�� •�S� �i8��
����M��X��^���N�J�*���F���� 9�U�=� I�� l@�6;��� ��#� ��

9	8GT���� ������ ���� N�`K� �L� .�:�(� 3:�K�� 9���%� ��\� .� 2T��� 9���;�� '�e�Z�� �/��

�‚=�/��Q:;������	���,-2	��I+=�9`�`��t�8����$�=�
28�3=�9��;Y�.��!���(����J��3���I+=�R8�;*��
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��H�R����� '��� ��*��*<�.��Y�� ��H� �T	��� ���3*���>��U�`���Qi�� I�� ,-2	����N��a@�*���#�8�;*

�[2H� �\��H28S�g:���3;�;�����������I����U�*=(�l@�6; ���F�^��3`=�,-2	�����T��#�3��{�[(

Œ��`��� 3=� |Š���� Š2L� �H2KS�� 9*��Y� 9��-�H�� '���� [2���� �T�� .GH� 34� >��U�`��� 564

�]��F2;8��9P8�����†)!�3��8������=�,-2	����s�O��Ž�$��#�1�*�=�h�f:��]H-2	���s�����Ž

�Œ��`���3=�X����2��‚=�/��Q:L�N/!�"�#������Q�**��X�� <�9P8����'�]H-2	��I��]��#�1�8��L

�$��#� ��1�� I2/����Œ��=�3=�‰���S� ���0�3�L��� ��\� s�>�=��	�� "��K�3*���� 9��;^��� .��!„�

�� 24�� $��	4M� �/	8� ��YfK� 24� Œ��=� 12H�� 
�#��YfK� I+=� ����L9��	�	��� ���J*��� $*�^K��'

,-2	�����8�L��������//P	����U�W�=����}2:���4�����34 �,-2	����>����*�A���>��U�`��'��

W��P�{�s�1�	�������*�A���H��T��$�0�W��P	����64�N���R��:���g��8|��

��:����L��"������9�8�������@��G���N�%2*���8k2	���9����W��P	��
2;�� 2�������e�*`���'

� ��:	���� 9�8�	��� ���� 9=��	��� I�� e�*=�wr���2��� 5�JKƒ�� �*�2��<�� '�9`�/K� R���� I�� �8��

I2�G��� ��U�;	��R���	��� ������R����3/��9��)��� �6T�� � 8G����� '��T�� �������� I��XU�*=�� �-M

�€�T*�M�d�2*�ow��<�•I2��H�'3�8�������*#A���6�s��

•��Z*K��L�9��������8G�������������

•�L���$��#��(�[�����
��k�12H2���Yf*K�N�%2*���>��

•��2J���9�����{ˆ���982L�t�8��h���\�h��:��|��

•�9�8�	���N��1�>�=��	��� �*�M�{��2�J���3=��@��G���I+=�9�8�	���F�	!�3=��^����:	���I�<��-M

F2D��9=�����T*����C�Z*�K|��

•A��
����:	���F2%2�����#�I2�G���F�G�A��Œ��=�I�/��12H��I�/��Œ��`����O*���

�9;������ N�%�`*��� N<� N4� •
�T<��� 72�� �#� �-��� �/��� ���^<� Š���� >����*#M� 1�J8M� Q�:*��

•9��*	���1��2	����	U���2�:	���e�Z���•Q:*;���T���[�� ��T���6�f���-���•9	T���
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�O����9�<����3��O������/`*����

*���5�JKA��R���3;�;�����������N<�P��Q��N���*�����Yf*����R�����9L�#�"�#�
2;8�[���;Cause 

and Effectj������Ti����#�FG����N/P��9�/P	���.�GH(�6�f8��9:��� ���'��

� 3��O���� ��/`*��� �(� 3��O���� 5�JKA�System Approach/ Thinking�"�M�9�/P	��� Q_:;8S�

H2K�-M�
�O�����T�=�3*���9•������8��*���N/<��T���O�8�N��9�G����.�GH(���S�3*�����1��*��d������

��T��	JK� �1�#M��Y� ���� "�#� .GH�N<�"�M��O��� I�� ���S��� �T=�P/*�M�� ���*#A��3=� �46��� ��

�;�S� '�F��� ��� 
�O�� >�=��K�� R�<��K� �T=��  ��*��� 9������ "�#� G<�8� 3��O���� ��/`*��=

�� 564� "�#� 
�O����  ��K� �#� >�B��*��� "��K� �Y� ���� 9���(� R�<��K� 
��)*�M�9���0�� R�<��*�

�T��#�  ��*	��� '�9���<�*��� $%�2�� 9����� ��� 
�O���� "��� �O����� ���*K� 
�O���� 9�<��� I�� �	<

�.��H+��g	�8��64��9�������X�K�
�O���� �P/*�A�,-�	�� .����R�:*K�"*������G���Q�����Z*	��

�� �;�*��� "�#� �#��K� �4����� 3*���� 
�O���� 9H6	�� 9����� � ��� �;�*��� >����*�M���� ��/`*��� �

3��O����5�JKA��'�R��� ��*KS��T*���:��9	O�0��I��"�M�12�8�3��O����5�JKA��3��K�3=�R����

�������4�g��8S�[���;*���5�JKA��I+=��6T���$T8������=��� ��*K��L�N��3T8���������/`K�'�9H6	���

� 
�O���� 9�<��� �(Modeling or System dynamics� >�8���i��� ���� 34����/`*��� 3=
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u���
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�@�/���9`%����9�%���24�'��

�X�A�Activity�����

�K�9��	#�[(
�O����9����3=����ZK�R�'��

�� ���������%+������:�W$��� ��TState of the System or State Variables�����

9�����9O�����#�
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�O���� �64�3=� ������0�� ��@GJ��
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�9�L���� ��L�� ��P���9#�i����GTJ8� [6��� ��P��� ��L�� 9�� )��� 1�2	��� ��B8� [6����>�8�*P	��

�;8��9#�i����3�#�>���:���N�;*�8�[6����,�*�A�
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�O�����64�3=s��
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F��KA� 
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�	<�$H����~��K�3*���>���Z*����
�O�����Yf*8�>���Z*���564�N^��$�2�����d��	���3�#��YB8�$���


�O����9•���3�#��YBK�'��64��$*•����
�O��������1������G�	��I��
�O����9H6	����#���H��T	����	=


�O�����64�9���1�.������� ��40��9=��	��1��*8'��

�YfK�,���� ��*�K�>�J*�	���3�#�>���:���� �/�*K�3*���N��2����Q��	���F�^��3`=��6T��� 
�O���� �

�I��-M����*#0���]�-�6���RJ�=�R�:���3�#���YfK�e�����I�<��-M��/���
�O����9•������.GH�3T=


�O����9:P������}�P��9L������64���*�K��>���:���F2%���Q��	���>�H�)������9L�#�€��4�'��

� %2\�8��� SA���Endogenous Activities����


�O����N��1�9:P�0��l�K�'��

��� %!,����� SA�Exogenous Activities����


�O�����64�3�#��YBK�3*����
�O����9•���3=�9:P�0��l�K��'�9�H����9:P�f���Yf*8S�[6���
�O���

t2*`��
�O��$�f��l%28�[6����9�H��)���9:P�0����Yf*8�[6���
�O����c/�����Z��
�O��3	�8'��

�L�8�#��� SA���Deterministic Activities����

4��TK��������
�K�N/P����TJ@�*���8��K��/	8�3*���3'��

� %R�
AI��� SA���Stochastic Activities�����

�3��	*�M�Q8k2*��l%2K��1��*��>����/�M��TJ@�*���I2/K��3@�2P#�N/P���4��YfK���Z*8�3*���34�

�:#M� ���� ��G��� I�� �	<�3��	*�M�Q8k2*�� l%28�Q�	J*���9�&�$L�Z*�K� [6���XL2��� �^	=�9�&�F

3@�2P#�N/P����Z*8'��

�]2��#��� #W���Continuous Systems���

�[2H������3=���@�D�9<���5�JKM��^	=��	*����N�*��N/P��
�O����9�����T�=���Z*K�3*���34�

��#���N/P��~��K�3�b�����:����/�K�X�KSmooth5�JKA��g���*��'��

� 2��$#��� #W���Discrete Systems���

�T�=���Z*K�3*����N/P��~��8�Q�����3=�9#�i��F�	<M��^	=���G���Q��Q:;*��N/P��
�O����9����

ˆ���Q:;*��N/P��~��8�Q@�i����3�#�R�D�F2%��hQ:;*�'��

�:�W$��� !"#�System Modeling���

� ,-2	�� 3���� ��� I2/�� I�� RJ8� ��� 
�O�� 9�����Model�.��HM� e�Z�� 
�O���� �64� l%2��

U��*=M�� 9�•�(� 3�#� 9��Hƒ�� ���J*���3*�� ]�-�� ��!���� 
�O���� 3�#� �T@��HM� �/	8S� >�

�$%�2)�� $���;=�� 
�O���� ���ZK�3��� [1B8� $�	#�3=� €��K�M� ~��8��3�%0�� 
�O���� ��:i8S
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�O������ �S���,-2	����9���1�I���	<�9��%0�

N<� .��HM� ��#�9��%0��9������ 3��� ,-2	���� �1�#+����ZK� �-M� [6��� 3�%0�� 
�O���� c/��� ��2��

�e�����>���������Z*��[1��*LM�
�O��9�������^	=�9��%0 ��9*�����Š���� ����9K1�#M��/	8S

�T�/#��/	8S�a@�*��3���[1B8��L�R�:����'�9�U��*=M�9��k(�3=�7��8�I���/	8�,-2	����I(��	<

�,-2	���� 
��)*�+�� 
�O���� ��<����.��HM��/	8��^	=���#�>��*`��
�O����>�=��K�j���9=����

9���L��@�L1�3=����������T!��'�512H���$@�P�M�N�L�
�O����9���1�,-2	�����8�D��#��/	8�]�6<�

�N/��,-2	��I2/��Ni=�������[���8��*�=�.������>������ ��#���8����Q����.�����8����^	=��%�

>����)���564�X�K�Q��	��� ��K�3<���������'��

�
�'-.�#$���^���

%P� %R�	_�@� 	����BPhysical Models����

��T�/�4� ���*�A� ]�-�� ��	�*���9�����3=� ��@�:�� ,-2	�� . ����N^��9����1�2	��3��K�3*���34�

9����� ��‘�X�K'��

� %)�	,�@� 	8	�Z0���� %2%2�0�BMathematical Models���

�9�U�8��>�L�#��T@�����
�)*���3*����{�1�h9���	*�M�>��8k2Kˆ���>��2���hF���H�hF�|��

�����J���,-�	����l���K��i8��€��4Static Models�,-�	�������G���Q���T*������Z*KS�3*����

�9�/����8�����(�9�<����Dynamic Models��G���Q���T*������Z*K�3*�����'��

� ���9��`�� ,-2	��h
������ �J�	��� .����� ,-2	������J���9 �@�8G�`��� ,-�	����3�#�F�^	<��3=���@�D

�9!���3=�3�������C��*�A��9�&�,-�	��3<���3@�8G�=�,-2	���F�^	<�� ˆ���3�����R*/�� �6=��


2�����9��/��.�8G�`�����L�N�����3=�9�<�����9�@�8G�`���,-�	���������^<��9���T���9��<'��

�8�	K� s9�<����� ]�6<�� ����J��� 9�U�8���� ,-�	���� j���� 9�^�(� � <-(� {'-��8(� s� �4�2O���3*��

9�<���I2/K�9�L��=��(�9��U�`K�>S1��	��l%2K|��

� 9���1� >S��� �8�D� �#� ,-�	���� .���� 9��;K� 7����  2�Case Study�3=� 9`�*)�� 9	O�0�

�ˆ���Q	*J	����R:����.�8G�`����9•������1��*LA���F�	#0��>S�J���
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�O����9�<����3��O������/`*���3=�
�O����N�^	Ks��
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��#���^Stock����
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���%����Flow����

�F����24RateW�*	������†’;�“8��(��8G“8�2T=�hW�*	���9���������Z8��'�[6��������A��W�*	����8G8
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��2Z��Sink'���
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�R�:���N���*���{�2\��(� ,���� �����M|�9�4��/���h{����� �(�N��1� �����M��|�c=��*����1�1GK

� I���*����N;K�{�2\� �(� ,���� �����M|�W�DA��� �8G8� ����*�A��h{����� �(�N��1� �����M��|
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�#��Converters������%+�#����'��L84��#Auxiliary Variables����

� 9	/�*	��� ��*�K�� 9�;:��� �(� 98��H�(� 9������ >���	��� 
 2;K� h
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9�^�(� s�h9H����� �#� �@�G��� N����� h����A�� h�TJ��� h�T���� ���� h5��	��� I�G�� 3=� 9=�2:��

�#�hc=��*���9�#2��h”��*���9�#2��h9�G�	��� ����„��e��*� ���O�8�� ˆ���hW�DA��>�#���1

� �‘����F��<�$���adverb����

��aH
#�� Connectors����
2I#��� S��,��'�Information Link����

�I�� •���� I(� �T	��� ��� h,-2	���� 3=� ��&� "�M� .GH� ���>�� 2��	��� d��K� �(�N	�K�3*��� 34�
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� %2)�������`��I#��Differential Equations���

*	�� 9����� >�;*P�� ��� �41���� I2/*K� 98��H� >S1���� �#� �� ��#� 34� 9��U�`*��� >S1��	�����Z

�I�<�2���^	=�NU�`*���9���L�[��H( )x f t= ���Z*	���9��U�`K�>S1����3��*���I+=�( )x f t=��

2

2

3 2

3 2

3 0

5 14 10 0

2 0

dx
tx

dt
d x dx

x
dt dt
d x d x dx

x
dt dt dt

+ + =

+ - - =

- - + + =

 

� �T*H���� 9��U�`*��� >S1��	��� G�	*K��Degree� �T*�:��� �Linearity�"�M� C�:*��  2���

0�� >�H����� ��� >S1��	��9�:)���� 9���^���� "��� '�C�D� ����� 9��U�`*��� >S1��	��� N�K�

��;	����64�Š2*����R���8�����T���e��*��'��

`���� %S����3����� !,8���6�� %2)�������`��I#�����

N/P���"�#�34���

( ) ( ), , 0
dx

f t x h t x
dt

+ =  

�V��( ),f t x���( ),h t xF��1��3=�9�:��t���x'��

N�`���9���L�>���Z*��[2�K�>S1����N�s��

����N<�X��<��-M( ),f t x���( ),h t xN/P����T�U���/	8���

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,

,

f t x p t q x

h t x r t s x

=

=
 

24�9��U�`*���9�1��	���N/!�I2/8�[(��

� ( ) ( ) ( ) ( ) 0
dx

p t q x r t s x
dt

+ =  

�I��}�!�"�#�( ) 0s x ¹���L�Q�	J��x���":�	���F�J	���3=�( ) 0p t ¹���L�Q�	J��t�F�J	���3=�

�"�#�9�1��	���3=�D�9	�;��h":�	��( ) ( ) 0s x p t ¹3��*��<�>���Z*	���N�=�Q�:*�����

( )
( )

( )
( )

0
q x r t

dx dt
s x p t

+ =  

�!��	���N��/*����N����"�#�N������
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( )
( )

( )
( )

q x r t
dx dt C

s x p t
+ =� �  

�V��C9���0��}��P���"�#��	*�8�[���*�M�X��Y�'��


������

9���*���9��U�`*���9�1��	���N���

1
0

1
dx x
dt t

-
- =

+
 

�������

�"�#�9�1��	���3=�D���;�1 x-�I(�}�!�"�#�1x ¹"�#�N���=���

1 1
0, 1

1 1
dx

x
x dt t

- = ¹
- +

 

�NU�`*���3=���=�:�����i�dt�J��1������R�K�K����

, 1
1 1
dx dt

x
x t

= ¹
- +

 

�X��%��Ib��>���Z*	�� �D�N/��N��/*���6�(��/	8��j������Ti����#�9�2�`���

, 1
1 1
dx dt

n C x
x t

+ = ¹
- +� ��  

�(��

1 1 , 1n x nC n t x- - + = + ¹� � �  

[(��

( )( )1 1 , 1x t C x- + = ¹  

�Q��*����Z*	���N���x�N;*�	�����Z*	���9�S���t��

1 , 1
1
C

x x
t

= ± ¹
+

 

�\b�
������

9���*���9��U�`*���9�1��	���N���

( ) 0, 0
dy

t x t y
dt

- - = ¹  
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�F�����( ) ( ), , ,f t x t h t x x t= = -"��0�� 9H����� ��� 9���J*��F��1�34� � {��9������ I(�F�;8

( ),g x y� 9H����� ��� 9���J*��n � � 9L�����X;;�� �-M�( ) ( ), ,ng kx ky k g x y=� |�9;�;���� 564�

3��*��<�N����3=��#��K�s��

�j82�*�x st=�J��>�U�`K�N/!�"�#�9�1��	���QU�����

( ) ( )1 0, 0t s dt t s dt t ds t- - + = ¹  

���Z*	���9�������1������R�K�*�t�J��N��/*������

, 0
dt

ds C t
t

= - + ¹� �  

[(��

, 0s C n t t= - ¹�  

���Z*	���9�S����(x���

( ) , 0x t C n t t= - ¹�  

"��0��9H��������9�:)���9�1��	��s��


�����N/P����T����

( ) ( )dx
P t x Q t

dt
+ =  

9L������":�8�N�����

( ) ( ) ( ) ( )P t dt P t dt P t dt
x Ce e Q t e dt

- -� � �= + �  

"	�8�F�0�� �����V���9�	/	��� 9������Complementary Function�$��G��8��CFx�������

� u�)��� N���� 3��^��Particular Solution� $�� G��8��PSx�N/P��� "�#� I2/8� N���� [(�

CF PSx x x= +'��


������

9��U�`*���9�1��	���N���

dx
tx t

dt
+ =  
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� 9�	/	��� 9������ �H2�( )P t dt

CFx Ce
- �=� 6�f�� ]�-��( )P t t=� �T�(� �J�=�

21
2t

CFx Ce-=�N�����

� u�)��( ) ( ) ( )P t dt P t dt

PSx e Q t e dt
- � �= �� V���( )Q t t=� �J�=�

2 21 1
2 2 1t t

PSx e te dt-= =��I2/8��

�
�����N���General Solution���
21

2 1tx Ce-= +  

������[���*�M�X��Y�[2�8�
�����N����I��•�SC�'�}��!�"�M�,�*���[���*�A��X��^���1�J8A

�9���(Initial Values (IV)��/*��0x =� ����#�0t =82�*���=���J�� j0 1 1C C= + � = -�

�9���0��}��P���X�K�
�����N����I2/8�
21

21 tx e-= -'��


�������

9��U�`*���9�1��	���
�����N�����H�(��
2

2
2

1 td x dx
te

dt t dt
- =  

�QU2���/���9���^���9H�����������K�9�1��	��dx
y

dt
=��J����

21 tdy
y te

dt t
- =  

�3=�"��0��9H��������34�y�'R��:����8�	*<��T���€�*8'��

�%2I�����!,8���6�� %2)�������`��I#����Higher Order Differential 

Equations���

`�'��� ���c��a��I#�� %S�����`��I#��Linear Equations with Constant 

Coefficients������ ���Z�#��� �Homogeneous Case���

�N/P���"�#�34���

( )
1

1 1

n n

nn n

d x d x
a a x f t

dt dt

-

-+ + + =�  

� 24� 9�1��	��� N/!� d���*�� u��� G���K� 
�)*���  2�dx
x

dt
=�� ��

2

2

d x
x

dt
=���
�#� N/P���

( )
n

n
n

d x
x

dt
=N/P���"�#�9;������9�1��	���g��*=���

( ) ( ) ( )1
1

n n
nx a x a x f t-+ + + =�  
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� V��� h9*��Y� 9�:�� >����	�� 9��U�`K� >S1���� "	�K�1 2, ,..., na a a� X��2Y�{�I2/K��� ����\

9�;�;�� '|� �T�=� I2/8� 3*���� >S1��	��� 56T�� c��J*	��� N/P��� S��� 7����  2�( ) 0f t =�[(�

N/P���"�#�>S1��	����
( ) ( )1

1 0n n
nx a x a x-+ + + =�  

�N���� ��J��>S1��	���564�N��tx Cel=�V���0tel ¹� [���*�M�X��^���C�3=� j82�*����h

a*�8�9;������9�1��	����

( )1
1 0n n t

na a ell l -+ + + =� � 

( ) 1
1

n n
nP a al l l -º + + +�� �G�		��� 1������ ���^<� "	�KCharacteristic Polynomial�'

� ��Ll� F2��� 34� �T�� t2	�	���{��`%(� �(� ��6H� �(� |��9�1��	��

( ) 1
1 0n n

nP a al l l -º + + + =�� � ��#��	��� 9�1��	��� "	�K� 3*����Auxiliary Equation�

� I(� V���( )P l� 9H����� ��� 1���� ���^<� 34�n� I+=�( ) 0P l =� �T��n���6J��� ���

1 2, ,..., nl l l�X��<��-M��1 2, ,..., na a a����,��k�����9�;�;��I2/K�I����M���6J���564�I+=�9�;�;��

�9���;*	���9�<�	���1��#0�Complex Conjugates�'�<������*������N, 1,2,...,it
i ix C e i nl= =�

�[���*�M�X��^��9��U�`*���9�1��	���N��24iCI2/8����

1 2
1 2

ntt t
nx C e C e C ell l= + + +�  

� � 9�	/	��� 9������ 3	�8�� ��� �i8(Complementary Function�>S1��	��� 9���� 3=��

/	���9������24�
�����N����I2/8�9���J*	��9�	'��


������

�9��U�`*���9�1��	���N�3 2 0x x x+ + =�� ���

�������

� ��#��	��� 9�1��	��( ) 2 3 2P l l lº + +� ��6H��( ) 0P l =� 34�1 21, 2l l= - = -�I2/8��


�����N�����
2

1 2
t tx C e C e- -= +  

��P������I�1��8���8���*�M���*��^�9���0��}'��

��6J������/K�9���Repeated Rootss���

��^���6H���/K��-M1l l=�1�#�r34��6J����6T��9:�K�	���F2�����I+=�>��	��������

1 1 1 12 1, , ,...,t t t tre te t e t el l l l-  
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�9��U�`*���9�1��	���N�4 5 2 0x x x x+ + + =��� �� ����

�������

� ��#��	��� 9�1��	��( ) ( ) ( )23 24 5 2 1 2P l l l l l l= + + + = + +� ��6H��( ) 0P l =�34�

1 2 31, 1, 2l l l= - = - = -��6J���1-
�����N����I2/�=���K�����/����

2
1 2 3

t t tx C e C te C e- - -= + +  

�9���0��}��P���98���*�A��X��2^�����L��H�(1, 0, 1x x x= = =� �������#�0t =���

�NU�`*����8�D��#��H2��
�����N��������

( )
( )

2
1 2 3

2
1 2 3

1 2

2 4

t t t

t t t

x C e C t e C e

x C e C t e C e

- - -

- - -

= - + - -

= - - +

�

��
 

�J��9���0����;����j82�*������

1 3

1 2 3

1 2 3

1

2 0

2 4 1

C C

C C C

C C C

+ =

- + - =

- + =

 

�F2������T��3*���1 2 31, 3, 2C C C= - = =u�)���N����"�#�N����j82�*�������

( ) 23 1 2t tx t e e- -= - +  

�%��c��� ���c��a��I#�� %S�����`��I#��Linear Equations with Constant 

Coefficients� ���Z�#����%1� ������Inhomogeneous Case����

�9���J*	�����\�>S1��	���
�����N�����
( ) ( ) ( )1

1
n n

nx a x a x f t-+ + + =�  

�N/P���"�#�24CF PSx x x= +�V���CFx�9�	/	���9������"	�8�Complementary Function�

��PSx�u�)���N����"	�8�Particular Solution'��

u�)���N����1�J8M�Ib��e��*��� 2���h9�	/	���9������1� J8M�9�`�<�9;��������;`���3=���8(���;�'��

u�)���N����1�J8M�C�Ds��

9;8�D�N������Ds��

l8��K�s�NU�`*���N��#D�9L������ ��8��d
D

dt
º��^	=�

2
2

2

d
D

dt
º���

n
n

n

d
D

dt
º'��

�1���������^<�N��#� ���Polynomial Operator�( ) 1
1

n n
nP D D a D a-º + + +�9L�������
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1

1
1

n n
n

n n
n

P D f t D a D a f t

f t a f t a f t

-

-

º + + +

= + + +

�

�
 

�V��( )f t�NU�`*���9���L�9��1�n� ����{� ����� I(� •�Sna�24�0
na D� ��( ) ( )0D x t x t=�[(�

���2���NU�`K�N��#'| 

���
���

�NU�`*���N��#�N/!�"�#�9���*���9��U�`*���9�1��	���QUD��
2

2 3 2

3 2

t

t

d x dx
x te

dt dt
x x x te

-

-

- + =

- + =�� �

 

�������

( )
2

2

3 2

3 2

t

t

D x Dx x te

D D x te

-

-

- + =

- + =
 

���4( ) 2 3 2P D D Dº - +��

��)���������4�d�
\D���

��� N<� I�<� �-M( ) ( ),f x g x� I�<�� NU�`*��� 9���L� F��1( ) ( ) ( ), ,P D Q D R D�>���^<� F�	#�

9���*���u�2)����T��1������>���^<�F�	#�I+=�1�����

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
) ( ) ( ) ( )

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
) ( ) ( ) ( ) ( )
) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

2

3

4

5

6

7

8

r r

P D Q D f x P D f x Q D f x

P D Q D f x P D Q D f x

D aD f x aD f x

P D f x g x P D f x g x f x

P D Q D Q D P D

P D Q D R D P D Q D R D

P D Q D R D P D Q D P D R D

D Q D DQ D Q Dl l

+

+ = +� �� �

=� � � �� � � �

º

+ º +� �� �
+ º +

º� � � �� � � �

+ º +� �� �
- º -

 

����
I���%2����� 	�W�The Factorization Theorem���

� 1������ ���^<� I(� e�*`��1
1

n n
na al l -+ + +�� N��2#� �T��( ) ( ) ( )1 2, ,..., nl l l l l l- - -�

�6@��#��

( )( ) ( )1
1 1 2

n n
n nD a D a D D Dl l l-+ + + º - - -� �  

�N81��K�[f��F��*�8�I���/	8��	80�� �:���I��•�SPermutaion$��'��
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������

( )
( )( )
( )( )

2

5 6 cos

5 6 cos

2 3 cos

3 2 cos

x x x t

D D x t

D D x t

D D x t

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =

�� �

 


������ 2��$#���,�"Z��Distinct Roots���

�T���2#�N/!�3=�9���^���9H��������9������9�1��	���"����O�����

( )( )1 2 1 20,D D xl l l l- - = ¹  

�e2#( )2D x ul- =g��*=�9;������9L�����3=���

( )1 0D ul- =  

�(��

1 0
du

u
dt

l- =  

�3=�"��0��9H��������9���J*��9��U�`K�9�1����34�uN�����T�����

1
1

tu C el=  

��#�j82�*����( )2D x ul- =�J����

( ) 1

1

2 1

2 1

t

t

D x C e

dx
x C e

dt

l

l

l

l

- =

- =
 

�3=�"��0��9H��������9���J*���\�9��U�`K�9�1����34�xN/P���"�#����

� ( ) ( )dx
P t x Q t

dt
+ = � 

24��T�����

�� ( ) ( ) ( ) ( )P t dt P t dt P t dt
x Ce e Q t e dt

- -� � �= + �  

�V��( ) 2P t l= -���( ) 1
1

tQ t C el=�N����I2/8�{��:����8�	*<�N�%�`*���€�*K|��

( )
1 2

1 2

1
2

1 2

1 2

t t

t t

C
x e C e

x C e C e

l l

l l

l l
= +

-

¢= +
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������L,��#���,�"Z��Repeated Roots���

9^��^���9H��������9���J*	���9�1��	�����*�����

( ) ( )2

1 2 0D D xl l- - =  

�QU���N��2����N8��*�( )2

1D x ul- =�a*�8�( )2 0D ul- =��T���3*����2
1

tu C el=�g��8����

( ) 2
2

1 1
tD x C ell- =  

�9��*/��( )1D x vl- =9;������9�1��	���g��K���

( ) 2
1 1

tD v C ell- =  

N�����T��3*�����

2 1
1 2

t tv C e C el l¢= +  

��������

( ) 2 1
1 1 2

t tD x C e C el ll ¢- = +  

"�#�N�����T�����

( )2 1
1 2 3

t tx C e C x C el l¢¢= + +  

9O����sN����N�%�`*���F�	<M�R��:���"�#'��


������ �,�/�#��� 9<�#���,�"Z��Complex Conjugate Roots��

� 9�1��	��� R<��� �6H� 12H�� 9���� 3=( ) 0P l =�N/P��� "�#� 9�;�;�� >������ �T�� 3*���

il m n= +�N/P���"�#���&��6H�€��4�I�� �������+=�il m n= -u�)���N����N/!�I2/8����

( )1 2cos sinte C t C tm n n+  

���6J���981��K�9����3=�mN/P���$��I2/8�u�)���N����I+=�������

( ) ( )1 1cos sint
m me P t t Q t tm n n- -+� �� �  

�V��( )1mP t-���( )1mQ t-�3=�1����>���^<�t�9H��������1m-� �iK��98���*�M�X��2Y��T���

�9�1��	���9�;�;����6H����a*�K�3*���[��0��1������"�M�1������564( ) 0P l =���9������3:�K�3/

�9�	/	��CFx'��


������

9�1��	���"�M��O�����

( )5 4 3 25 12 16 12 4 0D D D D D x- + - + - =  
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N��2#�N/!�3=���

( )( ) ( )2 2
1 1 1 0D D i D i x- - - - + =  

�9���;*	���9�<�	���N��2���1m=���1n =�981��K��T��o�'�	���9�����34�9�	/��

( ) ( )1 2 3 4 5cos sint
CFx e C C C t t C C t t= + + + +� �� �  

�N������ ���:K�I(� •���� �	<D��/���9�	/	���9������1�J8A�gU���N/P��>S1��	���N��d��8�

�N�������2LDu�)���N����1�J8M�3=��^<��gi*K� 2��'��

)	���N/P����9���J*����\�9�1����9��*/���*��

( ) ( )P D x f t=  

9L������":�8�u�)���N������

( ) ( )1
PSx P D f t-=  

�V��( )1P D-3��*��<���`8��72/�	���N������s 

�/����

dx
x t

dt
= =�  

�(��

Dx t=  

���Z*	���N����xJ�����

1 21
2

x D t t C-= = +  

�[(1D-����������N��/*���N^	K��']�6<���
2D x t=  

�J��72/�	���1�J8+���

( )2 1 1x D t D D t- - -= =  

N��/*���� �J����/*	�����

2 1 2 3
1 1 2

1 1
2 6

x D t D t C t C t C- - � �= = + = + +	 

� �

 

�I(�[(rD-�3��K����/*	���N��/*��r����'��
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� I(� �	�( )P D�3=�1���� ���^<�D� I+=�( )1P D-�3=�1���� ���^<� I2/K�1D-�72/��� I2/K��

( )P D[(��

( ) ( )1 1P D P D- º  

�72/������:K�9D�����24�u�)���N����1�J8M��-M( )P D�"�#�( )f t[(� �( ) ( )1
PSx P D f t-=�

�I2/K�I(�"�#( )f tN��/*���9���L�'��

V	�I0����
�I#������I��Inverse Operator��

�����YfK�72/�	���N���( ) 1
D l -

-�9��1�"�#�N	�8�[6����( )f t9L������3:�8���

( ) ( ) ( )1 t tD f t e f t e dtl ll - -- = �  


������

9�1��	���u�)���N�����H�(��

( )( )1 2 tD D x e- - =  

�24�72/�	���N�����( ) ( )1 1
2 1D D

- -
- -I2/8����

( ) ( )1 1
2 1 tx D D e

- -
= - -  

�3�#��������l8��*������:*�( ) 1
1 tD e

-
-a*�8���

( ) 1
1 t tD e te

-
- =  

�"�#�l8��*�����:K��Y( ) 1
2 tD te

-
-a*�8���

( )1 t
PSx t e= - +  

�2�:	���24�'��

�\b�
������

9�1��	���u�)���N�����H�(��

( )2 2 2 tD D x e- + =  

N���s��

N��2#�N/!�"�#�9�1��	���QU2���

( )( )1 1 tD i D i x e- - - + =  

3��*��<�N����Q��*��s��
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� %F�������`��I#��ference EquationsDif���

�[��H� ��Z*	�� >�L��=� ��� �41���� I2/*K�98��H�>S1���� �# � ����#�34�9�L��`��� >S1��	��
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-

- - =
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9H�����XL���T��)*��� 2��3*���'��

3����� !,8���6�� %S���� %F������ ���I#�����

N/P���"�#�34���

0, 1, 1 , 1,2,...,k k k k ka x a x c k n-+ = =  
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a c
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( ) 0
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�a�����Vensim���STELLA�4��\��'��

�9:��2��9�L��`���>S1��	���9������.�i=�N�^	KVensims��

�9:��2���������
�O����N�^	KVensims���

x

y
dy

k

dx

 
 

 dx = y 

 dy = -5*y+7*x+2*k 

 k = LOOKUP( [(0,0)-(10,10)],(0,0),(1,1),(10,10)) 

 x = INTEG ( dx,  1) 

 y = INTEG ( dy,   1) 
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Graph for x(t)
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{�p�|�>2	�����1S2���,-2	�Birth-Death Model���

 

9��U�`*���9�1��	����l%28���

( )x b d x= -�  

�`����(9�L���

( )1 1t t tx x b d x- -= + -  

x
dx/dt

b d

<dx/
dt>

dx/dt=(b-d)x
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{m| ��3*�H2����2	����"�����,-2	�Logistic Growth Model� 
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( )x k H x= -�  
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x

dx/dt

k H

Inventory

Sales rate

Market limit

dx/dt=k(H-x)
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( )x kx h x= -�  

9�L��`�������
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Residual market

Market limit

Sales rate

z=H-x

dx/dt=kx(h-x)
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y

dy/dt

h
k1

x

dx/dt

k2

Houses sold

Houses supply
y= Number of houses sold

h= Number of housholds

x= Number of airconditions

dy/dt=k1(h-y) Airconditions sold

Airconditions
supply

dx/dt=k2(y-x)
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Hous holds
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( ) ( )0 , 0 3ctn t n e t= ³  

9O����s����9;������>�L�����‹���� 2�{1|•{3�|�=�9�1����N/!�3�#9�L�s��
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�9Z���,-2	����N^	8�3��*���N/P��Vensim � 

n(t)

dn(t)/dt

c

n(0)

 

 

 

 

(1) c = 1   Units: **undefined** 

(2) "dn(t)/dt" =  c*"n(t)"   Units: **undefined** 

(3) FINAL TIME  = 100   Units: Month   The final time for the simulation. 

(4) INITIAL TIME  = 0   Units: Month   The initial time for the simulation. 
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(5) "n(0)" =  1    Units: **undefined** 

(6) "n(t)"= INTEG ( "dn(t)/dt",  "n(0)")    Units: **undefined** 

  

(7) SAVEPER  =   TIME STEP   Units: Month   The frequency with which output    

                                                                                    is stored. 

(8) TIME STEP  = 1   Units: Month   The time step for the simulation. 

 

�(�s��

 

Actual
Customers

ConversionFlow

ConversionConstant

InitialActualCustomers

 

 

 

(1) ActualCustomers = INTEG (  ConversionFlow, InitialActualCustomers) 

 Units: **undefined** 

(2) ConversionConstant = 1   Units: **undefined** 

(3) ConversionFlow =  ConversionConstant*ActualCustomers 

 Units: **undefined** 

(4) FINAL TIME  = 10   Units: Month   The final time for the simulation. 

(5) INITIAL TIME  = 0  Units: Month   The initial time for the simulation. 

(6) InitialActualCustomers =  1   Units: **undefined** 

(7) SAVEPER  =   TIME STEP   Units: Month   The frequency with which output  

                                                                                    is stored. 

(8) TIME STEP  = 1   Units: Month    The time step for the simulation. 



 86 

Current 1 1 1 1 1 1 1 1 1

ActualCustomers
2,000

1,500

1,000

500

0 1 1 1 1 1
1

1

1

1

ConversionFlow
2,000

1,500

1,000

500

0 1 1 1 1 1
1

1

1

1

0 2.5 5 7.5 10
Time (Month)  

 

�8�*P��"�M����L2*	��������M�F�������8�*P	���1�#���� N/��3�S��2	����d	��•�S'��

����Ys�1����� ���L2*	���1�#� �T�=� I2/8�3*���9������‰L���� Ib��{3@�T�|�2	����9;�;����3=� I0�h

�� �	*�8�I�� �/	8S�3�S���41�#�I�<��-M��8�*P��"�M��T�<��2�2�*��� ���L2*	��� I0�]�-�� ��„

1����'��

� 24� ���L2*	��� 3�/��� 1����� I�� e�*`��M� ��G��� ��#� ��;�*	��� �@��G��� 1�#� I2/�=�t�24�

( )M n t-�V���( )n t���G�����#��8�*P	���1�#�24�t�I��e�*`�����c�N/��N82�*���F����24�

��H28�����#�[�*P�M�3�/���1�����Q����:��R���*8�N82�*���F����I��e�*`�� 2��h���L2*��

O���[����#����;�*	������L2*	���N82�*���F����I+=����L2*	���l���";�K�I�<�2���^	=�h9���k�9

�24�[�*P��N/�/ 2c�24�[�*P��N/��N82�*���F����I+=����L2*	���Q���3;�K��-M��/ 4c�6/4��'��

�����*`���3=������Š�*P	�����2�	������L2*	���1�#�I+=�>��U�`���564�X�K�9���GtD24���

� ( ){ }M n t M c t- ´ D� �� � � 

�N/�����2�	������L2*	���1�#�I2/8�( )n t24�Š�*P����



 87 

� ( ) ( ){ }n t M n t M c t´ - ´ D� �� �  

���G�����#t t+ D�g��8��8�*P	���1�#���

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ } ( )

n t t n t n t M n t M c t

n t t n t
c M n t M n t

t

+ D = + ´ - ´ D� �� �

+ D -
= ´ - ´� �� �D

 

��(��

 

( ) ( ) ( ) ( )4
dn t M n t

c n t
dt M

-
= ´ ´  

9����/K�9�1����N/P���(��

( ) ( ) ( ) ( )0

0

5
t M n

n t n c n d
M

t
t t

-
= + ´ ´�  

�V��0n���G�����#��8�*P	���1�#�24�0t =24�9;������9�1��	���N��h���

( )
( )

( )
0 0

, 0 6
1 ct

M
n t t

M n n e-= ³
+ -� �� �

 

�9�1��	��{6�|H2����"���	���"	�8�"���	��3*�logistic curve���

9O����s����9;������>�L�����‹���� 2�{4|•{6�|9�L��=�9�1����N/!�3�#s 

( )

1

1

1

1

1

where 1

t
t t t

t
t t t

t t t t

M n
n n c n

M
n

n n c n
M

n n c n n

M

a

a

+

+

+

-
- = ´ ´

� �= + -	 

� �

= + -

=

 

� I(� ��U�=� �-+=� ���/*��� 9;8�:�� �T����  2�� 9�:�� ��\� 9� L��=�9�1���� 564�0 1n =�1�#�24�

� ��G��� ��#� �8�*P	��0t =� N82�*��� F�����1c =� 24� ���L2*	��� 3�/��� 1������100M =��

1 0.01Ma = =I+=����

( )1 1t t t tn n c n na+ = + -  

( )
( )

1 0 0 01

1 1 1 0.01 1 1 1.99

n n c n na= + ´ -

= + ´ - ´ ´ =
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( )
( )

2 1 1 11

1.99 1 1 0.01 1.99 1.99 3.94

n n c n na= + ´ -

= + ´ - ´ ´ =
 

( )
( )

3 2 2 21

3.94 1 1 0.01 3.94 3.94 7.73

n n c n na= + ´ -

= + ´ - ´ ´ =
 

4

5

6

7

8

9

10

14.85

27.50

47.44

72.37

92.37

99.42

99.996

n

n

n

n

n

n

n

=

=

=

=

=

=

=
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Graph for ActualCustomers
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Potential
Customers

Actual
Customers

ConversionFlow

TotalMarket

InitialActualCustomers

ConversionConstant

 
(01) ActualCustomers = INTEG (  ConversionFlow, InitialActualCustomers) 

 Units: **undefined** 

(02) ConversionConstant = 1   Units: **undefined** 

(03) ConversionFlow =  

 ConversionConstant*(PotentialCustomers/TotalMarket)*ActualCustomers 

 Units: **undefined** 

(04) FINAL TIME  = 10   Units: Month   The final time for the simulation. 

(05) INITIAL TIME  = 0   Units: Month   The initial time for the simulation. 

(06) InitialActualCustomers =  1   Units: **undefined** 

(07) PotentialCustomers = INTEG ( -ConversionFlow,  

   TotalMarket-InitialActualCustomers) 

 Units: **undefined** 

(08) SAVEPER  =   TIME STEP   Units: Month  The frequency with which output  

                                                                                    is stored. 

(09) TIME STEP  = 1  Units: Month   The time step for the simulation. 

(10) TotalMarket =  100  Units: **undefined** 
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n(t)M-n(t)

dn(t)/dt

M n(0)

c

 

 

 

(01) c = 1   Units: **undefined** 

(02) "dn(t)/dt" = c*("M-n(t)"/M)*"n(t)"    Units: **undefined** 

(03) FINAL TIME  = 10  Units: Month  The final time for the simulation. 

(04) INITIAL TIME  = 0  Units: Month   The initial time for the simulation. 

(05) M = 100  Units: **undefined** 

(06) "M-n(t)" =  INTEG (  -"dn(t)/dt",  M-"n(0)")   Units: **undefined** 

(07) "n(0)" =  1  Units: **undefined** 

(08) "n(t)" = INTEG ( "dn(t)/dt", "n(0)")    Units: **undefined** 

(09) SAVEPER  =   TIME STEP   Units: Month  The frequency with which output  

                                                                                    is stored. 

(10) TIME STEP  = 1  Units: Month   The time step for the simulation. 
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Current 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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�  ���d	�� ���8� "�#0��N/P��S� �8�*P	��� [���;*���( )n t�9�*�H2����2	����>�����	��d�K�	���

��N/!��7�J���N/!�$�P8�[6���N82�*���F����3���{�2�;	����2T;���I�J�=����|��i8��24�[6���

3*�H2����2	����3=�N82�*���>S����†@�������'��

�,-2	��������������KDetermining Model Parameterss���

�[���i������3*�H2����"���	��=�h,-2	����
��)*���3/��� ���	�����L�����K���H�[���i�����

��8��Kc���0n���M�'3��*���F�^	��������	���564��8��*��9;8�D�e��*��� 2�s��

�9��� ���N*�M� ��X=2���/��>�J*�	��C2����9	�L�9����34�9���*���>�������1984�9��� "*���

1994���

1994 1993 1992 1991 1990 1989 1988 1987 1986 1985 1984 Year 

49.5 50.0 46.5 29.0 17.0 13.0 7.0 7.5 4.0 2.5 3.0 Market 

Value 

��

�a������
��)*�+��S��Curve Expert�X�K�12������3=�9�����>������N��K�x�3=�C2����9	�L��

�X�K�12	���y����*�+��,-2	�������8��User-Defined Model3��*��<�s��
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��

User-Defined Model: y=a/(1+b*exp(-c*x)) 

�9�������L�1�����

Coefficient Data: 

a = 57.760559 

b = 286.77098 

c = 0.72892383 

S = 3.46006530
r = 0.98725204

X Axis (units)

Y
 A

xi
s 

(u
ni

ts
)

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.00.25

9.33

18.42

27.50

36.58

45.67

54.75

 
User-Defined Model: y=a/(1+b*exp(-c*x)) 

Coefficient Data: 

a = 57.760567 

b = 138.3462 

c = 0.72892364 
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S = 3.46006530
r = 0.98725204

X Axis (units)

Y
 A

xi
s 

(u
ni

ts
)

0.0 1.8 3.7 5.5 7.3 9.2 11.00.25

9.33

18.42

27.50

36.58

45.67

54.75

 

��

�:�8��&f���-.
#$���7��I��6%%I0Excel���

(��8�H�9�`%�3=�3��*���N�1��
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��

��6=����TOKSolver���

 

�I(�•�SSet Target Cell��3=��5��Z�K�1��	���>����	���W2	J��9	�L�[2�K�Equal To�

����*�(Min�>����	���W2	J����Z�K��*8����Z�*������;������Z*�By Changing Cells�3*���

�9���0����;����8���3=$D$1:$D$3�"�#�dZU����Solve"�#�N������
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gn� 2��4�L
/��N�_���-.
#��he Workforce Inventory Example T 

  ����8�2T=�3/����81�,-2	�� .����9�/��/��� �#� ���H���/=� .�:#A���H��T��d������ ,-2	���� �64

�
�#� "�M� [1BK� �L� 9������� �2;��� l�‘2K� �2����� I�G)	�� � ���1M� >������ 3=� N#�`*��� 9�`�<

,�*�A�� 3=� ���;*�A�� '9�;:��� ��\� 9J�*�� ���8� �i8�� 9��� �	<�l�‘2K� 3=� W�=��A�� I�� 34��

����;*�M� �^<�� 9���#� �2L� 3��� [1B8� I�� �/	8� F�	���� g8��K�� '�9/����81� gU28� 3��*��� N/P��

,-2	����s��

Workforce

Inventory

Productivity

SalesProduction

NetHireRate

TargeWorkforce
TimeToAdjustWorkforce

TargetProduction

TargetInventory

InventoryCoverage

InventoryCorrection

TimeToCorrectInventory

��

  �"�#�[2*�8�,-2	�����

��|�W�*	��������#2�Stocks�{��Š2*�	����(Level�|���

m| �I�G)	��Inventory ���

o| �9��������2;��Workforce� 

��|A�����W�2�(�9���(������Flows���

m| �,�*�A�Production�I�G)	���W�*������8GK���{�N��1������MInflow|���

o| �>����	��SalesI�G)	���W�*�����N�;K��� ��{�3H���������(Outflow|� 

p| ��n�|�
��)*�A��F����3=�%NetHireRate9��������2;���W�*������8G8��(�N�;8�24�� 

,�|���#����>���Z*�Auxiliary Variables���

m| ��� �T*�	���I�G)	TargetInventory��

o| �I�G)	���g���KInventoryCorrection 

p| � �T*�	���,�*�A�TargetProduction 

n| �9=�T*�	���9��������2;��TargetWorkforce 

��

1�|�,-2	����X��2YConstants���

m| �9�H�*�A�Productivity��
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o| �I�G)	���9�:ZKInventoryCoverage 

p| �I�G)	���g���*���2�:	�����G��TimeToCorrectInventory 

n| �9��������2;���N8��*���2�:	�����G��TimeToAdjustWorkforce 

��

��

,-2	����3=�9�������>�L�����sCausal Relationships between Variables���

S�(�sI�G)	���W�*�s��

Inventory
Production

Workforce

Productivity

Sales
��

Inventory InventoryCorrection TargetProduction
��

����Y�s9��������2;���W�*�s��

Workforce

NetHireRate

(Workforce)

(TargeWorkforce)

TimeToAdjustWorkforce

TargeWorkforce
Productivity

TargetProduction
��

Workforce
NetHireRate (Workforce)

Production Inventory
��

�^��Y�s �T*�	���I�G)	����#��	�����Z*	����

��

TargetInventory
InventoryCoverage

Sales
�  
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��

TargetInventory InventoryCorrection TargetProduction
 

��

f����sI�G)	���g���K��#��	�����Z*	�����

InventoryCorrection

Inventory
Production

(Sales)

TargetInventory
InventoryCoverage

Sales

TimeToCorrectInventory
 

InventoryCorrection TargetProduction TargeWorkforce
 

������s� �T*�	���,�*�A���#��	�����Z*	����

TargetProduction
InventoryCorrection

Inventory

TargetInventory

TimeToCorrectInventory

Sales
 

TargetProduction TargeWorkforce
Workforce

NetHireRate
 

��

  ��1���s9=�T*�	���9��������2;����

TargeWorkforce

Productivity

TargetProduction
InventoryCorrection

Sales
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TargeWorkforce
Workforce

(NetHireRate)

Production

NetHireRate (Workforce)
 

� %�2���� 	"+������,��Feedback Loops 

I�G)	���W�*	��9�`�)���986Z*������1s��

Loop Number 1 of length 6 

  Inventory 

       InventoryCorrection 

       TargetProduction 

       TargeWorkforce 

       NetHireRate 

       Workforce 

       Production 

9��������2;���W�*	��9�`�)���986Z*������1s��

Loop Number 1 of length 1 

  Workforce 

       NetHireRate 

Loop Number 2 of length 6 

  Workforce 

       Production 

       Inventory 

       InventoryCorrection 

       TargetProduction 

       TargeWorkforce 

       NetHireRate 

 �T*�	���,�*�A���#��	�����Z*	���9�`�)���986Z*������1s��

Loop Number 1 of length 6 

  TargetProduction 

       TargeWorkforce 

       NetHireRate 

       Workforce 
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       Production 

       Inventory 

       InventoryCorrection 

I�G)	���g���K��#��	�����Z*	���9�`�)���986Z*������1s��

Loop Number 1 of length 6 

  TargetProduction 

       TargeWorkforce 

       NetHireRate 

       Workforce 

       Production 

       Inventory 

       InventoryCorrection 

9=�T*�	���9��������2;����#��	�����Z*	���9�`�)���986Z*������1s��

Loop Number 1 of length 6 

  TargetProduction 

       TargeWorkforce 

       NetHireRate 

       Workforce 

       Production 

       Inventory 

       InventoryCorrection 

,-2	����>S1���s��

(rm) FINAL TIME  = 100��� Units: Month 

 The final time for the simulation. 

(02) INITIAL TIME  = 0  Units: Month 

 The initial time for the simulation. 

(03) Inventory = INTEG(Production-Sales ,300) 

 Units: Widget 

(04) InventoryCorrection = (TargetInventory - Inventory)/ 

                 TimeToCorrectInventory 

 Units: Widget/Month 

(05) InventoryCoverage = 3   Units: Month 

(06) NetHireRate  = (TargeWorkforce -  

                                                 Workforce)/TimeToAdjustWorkforce 

 Units: Person/Month 
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(07) Production = Workforce*Productivity 

 Units: Widget/Month 

(08) Productivity = 1   Units: Widget/Month/Person 

(09) Sales = 100 + STEP(50,20)   Units: Widget/Month 

(10) SAVEPER  = TIME STEP   Units: Month 

 The frequency with which output is stored. 

(11) TargetInventory = Sales * InventoryCoverage 

 Units: Widget 

  

(12) TargetProduction = Sales + InventoryCorrection 

 Units: Widget/Month 

(13) TargeWorkforce = TargetProduction/Productivity 

 Units: Person 

(14) TIME STEP  = 1  Units: Month 

 The time step for the simulation. 

(15) TimeToAdjustWorkforce = 3    Units: Month 

(16) TimeToCorrectInventory = 2    Units: Month 

(17) Workforce = INTEG(NetHireRate,  TargeWorkforce) 

 Units: Person 

  

���9���0����;����,-2	����>�<����9J�*��9���*���F�/!0�9;��������;`���3=���:�	s��

runinv01 1 1 1 1 1

Inventory
600

450

300

150

0

1
1

1 1 1

Production
400

300

200

100

0

1

1 1 1 1

Sales
200

170

140

110

80
1

1 1 1 1

0 50 100
Time (Month)  
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runinv01 1 1 1 1 1

Workforce
400

300

200

100

0

1

1 1 1 1

NetHireRate
60

30

0

-30

-60

1

1

1 1 1

0 50 100
Time (Month)  

 

Graph for Inventory
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Inventory : runinv01 Widget1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Graph for Workforce

400

300

200

100

0

1 1 1 1

1

1

1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Time (Month)

Workforce : runinv01 Person1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

 

 

Time (Month) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53

 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64

 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75

 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86

 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97

 98 99 100  

"Inventory"    Runs: runinv01  

Inventory 300 300 300 300 300 300 300 300 300 300

 300 300 300 300 300 300 300 300 300 300 300

 250 241.667 269.444 322.685 388.272 453.215 506.799 541.985 555.977 549.973

 528.308 497.203 463.414 433.022 410.524 398.355 396.822 404.408 418.328 435.206

 451.737 465.224 473.925 477.189 475.377 469.638 461.582 452.939 445.246 439.628

 436.675 436.435 438.496 442.13 446.471 450.676 454.068 456.216 456.971 456.438

 454.92 452.836 450.626 448.68 447.279 446.565 446.542 447.099 448.047 449.163

 450.232 451.084 451.614 451.786 451.632 451.232 450.693 450.128 449.636 449.287

 449.115 449.119 449.269 449.516 449.802 450.074 450.288 450.418 450.457 450.414

 450.308 450.169 450.025 449.9 449.813 449.772 449.776 449.816 449.88 449.954  
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Time (Month) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53

 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64

 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75

 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86

 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97

 98 99 100  

"Workforce"    Runs: runinv01  

Workforce 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100

 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100

 141.667 177.778 203.241 215.586 214.943 203.584 185.187 163.991 143.997 128.335

 118.894 116.212 119.607 127.502 137.831 148.467 157.585 163.92 166.879 166.531

 163.486 158.701 153.264 148.188 144.261 141.944 141.357 142.307 144.382 147.047

 149.76 152.061 153.635 154.341 154.205 153.392 152.148 150.754 149.467 148.483

 147.916 147.79 148.054 148.598 149.286 149.977 150.557 150.948 151.115 151.069

 150.852 150.53 150.172 149.846 149.6 149.461 149.435 149.508 149.651 149.828

 150.004 150.15 150.247 150.286 150.272 150.214 150.13 150.039 149.956 149.895

 149.861 149.856 149.876 149.913 149.959 150.004 150.04 150.064 150.074 150.069  
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hn�A��
9%P� I������-.
#��� Fibonacci Sequence Model ���

�����9������Z*	���9���^���9H���������

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 1 , 1 1, 2 1, 1,2,3,

1 3 2 1 1 1 2

2 4 3 2 2 1 3

3 5 4 3 3 2 5

y k y k y k y y k

k y y y

k y y y

k y y y

+ = + + = = =

= � = + = + =

= � = + = + =

= � = + = + =

�

�

 

�9H�����"�M��T�2��9�����8��Z*	���"��0� e2���s��

( ) ( ) ( ) ( )1 , 1,2,3, , 2 1 1x k y k k x y+ = = = =�  

9������.�i=�N/!�3=�j82�*�������3P*�2��=�9���**	��9=��	���9�1��	���g��*=s��

( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 1
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k
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k y y x

x y
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(1) dx�= y 

(2) dy�= y+x 

(3) FINAL TIME  = 10 

(4) INITIAL TIME  = 1 

(5) SAVEPER  =   TIME STEP  

(6) TIME STEP  = 1 

(7) x= INTEG ( dx,1) 

(8) y= INTEG ( dy,1) 

  

 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

y 1 3 8 21 55 144 377 987 2584 6765 

x 1 2 5 13 34 89 233 610 1597 4181 

 

� ���� 9	�;��� 3P*�2��=� 9���**�� I�� •�Sy{�9�H�G��� 1������ Š2�K� |� �x{��1������ [2�K

981�`���|��

1 2 3 4 5 6

1 3 8 21 55 144

1 2 5 13 34 89

k

y

x

­ ­ ­ ­ ­ ­� � � � �
… 
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in� %R�
AI��� %�%��$	8���-.�#$���Dynamic Stochastic Models���

l8��Ks� %P
<,�#��� %H�����9H��������k��Markovian Property of order ��

���G�����#�9�@�2P������4�O���9	�L�I��"�#�F2;Kt�9��k0����#��T	�L�"�#��	*�K�

1, 2,...,t t t k- - -d;=��'�X��<��-M��^	={ },ty t-¥ < < ¥I+=� 

� ( )( ) ( )1 2 1 21| , ,..., , ,... | , ,...,t t t t k t t t t kt kP y s y y y y P y s y y y- - - - - -- +< = <  

2O��������^/���€��49�=2<��	���9�%�)���Q�*K�3*����981��*LA���4�'��

�:�8��&f�� %P
<,�#��� %R�
AI��� %<�����-.�#$����%�#0Vensim����

�F�^�ms�
28�98�T��3=�1�2	�����0�F�`LA������I��7��;������4�P	������81��*LA����(��H��

Q����;���������2����98�T��3=��1�	���F�`LA������"�#��	*�8�F���K�Q8k2K�$��3@�2P#�f:��

��8��K��[�`%�d�2*	��3���D2s
2����]�6���'��4�O���564�l�8�,-2	��I2<'��

N����s�24�
2����98�T��3=�F�`LA������I(�e�*`�ty�24�3@�2P����f:)����te�R���I2/�=�

<�	���9�%�)��9�=2��

( )2
1 1 2 2 , ~ 0, ,t t t t ty y y N tf f e e s- -= + + "  

�9�L��=�9�1����564�Difference Equation�9������Z*	��9���J*����\�9���^���9H��������

�����'�e�*`���h��*�����3����9H�1�3�M��T�2��� 2�1 2t tx y- -=I2/�=���

( )2
1 1 2 1

1

, ~ 0, ,t t t t t

t t

y y x N t

x y

f f e e s- -

-

= + + "

=
 

�F�^�osX��<��-M��������F�^	���3=��2
1 21.7, 0.72, 1andf f s= = - =�9;������>S1��	���N�=�

9���(���;�  �0 00, 0y x= =��

N����s�
��)*�+�Vensim����
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x

y

eps
phi1

phi2

dx

dy

 

 

 

(01) dx�=�y 

(02) dy�=�phi1*y+phi2*x+eps 

(03) eps=�RANDOM NORMAL(-3.99,3.99 ,0 ,1 ,19 ) 

(04) FINAL TIME  = 2��  The final time for the simulation. 

(05) INITIAL TIME  = 0   The initial time for the simulation. 

(06) phi1 =  1.7 

(07) phi2 =  -0.72 

(08) SAVEPER  = TIME STEP   The frequency with which output 

is stored. 

(09) TIME STEP  = 0.01   The time step for the simulation. 

(10) x= INTEG ( dx,�0) 

(11) y= INTEG ( dy,�0) 
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x & y 
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jn�kIA����-.
#��bifurcation����

���^<����a*�K��T�2/��3U�8��N/P��l^/��N/P��Ib��7��K�3*���,-�	�����4(����R�P*���,-�	�

,-�	����564���(�N^	8�3��*���,-2	�����h9��2/����9����:����4�2O������'��

e��*��� 2��7������64�3=9�:)���9��U�`*���>S1��	���9#2	J�� ��K���
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�?S�#��kIA����-.
#���%�#0VenSim���

x

y

dx/dt

dy/dt

b

c

a

 

(01) a�=�� -0.3   Units: **undefined** 

(02) b =  -0.5   Units: **undefined** 

(03) c =  -0.5   Units: **undefined** 
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(04) "dx/dt" =  b*x+a*y  Units: **undefined** 

(05) "dy/dt" =  x+c*y   Units: **undefined** 

(06) FINAL TIME  = 10   Units: Month  The final time for the 

simulation. 

(07) INITIAL TIME  = 0  Units: Month  The initial time for the 

simulation. 

(08) SAVEPER  = TIME STEP  Units: Month   The frequency with 

which output  

                                                                                  is stored. 

(09) TIME STEP  = 0.0625   Units: Month   The time step for the 

simulation. 

(10) x = INTEG ( "dx/dt",  1)   Units: **undefined** 

(11) y= INTEG ( "dy/dt",  1)   Units: **undefined** 
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0.3a = ��



 114 

2
4

0.06
0.6

0.8
0

-0.2
0

4

4
4 4 4 4 4 4 4 4 4

3

3

3
3 3 3 3 3 3 3 3 3

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
1 1 1 1 1 1 1

1
1

1
1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time (Month)

x : Current 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

y : Current 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

"dx/dt" : Current 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

"dy/dt" : Current 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

 

 

 

0.3, 0.5, 0.5a b c= - = - =  
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0.3, 0.3, 0.5a b c= - = - =  
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onk2/����P� 2GI���9	�/0�-.
#�����The Pumping Heart Model���

��J���.�GH��Q�	H�"�M�9@���������J�<S���3�Z���
����N;�K�9)i	<�I���A��R�L����*#M��/	8�'

8��	<�I���A��R�L�9H6	���/	{��H�3�8�;K�N/P��|�11�*	<Oscillator�'������11�*8�
�O�<�R�;��


�#� N/P�� ��*���� s� }����MDiastole� e��;�M� �� .�)K�M� 9���� [(�Systole†�;K� 9���� [(��'

� 3@��	�<��T<� 6`��� R�;��� >�i#� }����M�� e��;�M� 3=� R��*8Electro-Chemical 

Stimulus� '�(���U�*=M��-+=�Ix�9�i#�9`���F2D�24�Muscle Fiber���R�;���3=��v�9�	<�

�R�;���9�i#�9`���F2D�3=�e��;�A���}����A��F����I(�9� �	�	������J*�������H���;=�h6`�	��

� �����*��†;�8��6`�	���9�	<�Q��1�1G8{�R���K�X��^�0m>� � |�9`����� �J��V�Y� ����C�`���Q�

�T�2D��'9`�����F2D�Q��†L��*K�6`�	���9�	<�F����I(��H���	<'��

S�(s�>��:�	��� "�#� ��	*��� R�;��� ��� 9��i#� 9`��� 9�<��� ,-2	 ��� 9��U�`*��� >S1��	��� I2<�

9;�����'��

����Ys�,-2	��I2<�Vensima@�*����‰L����9���*�����;����s��
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( )3 3
dx

v x x
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dv
x

dt
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�%��c���Q����9����#��-.
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x

v

dx

dv

mu

 

 

(01) dv�=  -x��  Units: microgrm/sec 

(02) dx = v-mu*(((x^3)/3)-x)  Units: cm/sec 

(03) FINAL TIME  = 100   Units: Second   The final time for the 

simulation. 

(04) INITIAL TIME  = 0   Units: Second  The initial time for the 

simulation. 

(05) mu = 2  Units: cm/sec 

(06) SAVEPER  =  TIME STEP   Units: Second   

 The frequency with which output is stored. 

 (07) TIME STEP  = 0.1   Units: Second   The time step for the 

simulation. 

(08) v = INTEG ( dv, 1)  Units: microgrm 

(09) x = INTEG ( dx, 2)  Units: cm 
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Heart Rate v Fiber Length 
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Stimulus v Fiber Length 
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Stimulus v Heart Rate  
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#��Lorenz Attractors Models���

� ��� 9:���� 9#2	J�� 34� c*�8�2�� >��-�H�1���1M� ������� 9:��2�� >�2D� �1��	��� >S1��	��
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y(0)=0.1

z(0)=25
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(01) a =  10   Units: **undefined** 

(02) b =  28   Units: **undefined** 

(03) c =  2.67  Units: **undefined** 

(04) "dx/dt" =  a*(y-x)  Units: **undefined** 

(05) "dy/dt" =  b*x-y-x*z   Units: **undefined** 

(06) "dz/dt" =  x*y-c*z   Units: **undefined** 

(07) FINAL TIME  = 100  Units: Second  The final time for the 

simulation. 

(08) INITIAL TIME  = 0  Units: Second  The initial time for the 

simulation. 

(09) SAVEPER  = TIME STEP  Units: Second  

 The frequency with which output is stored. 

(10) TIME STEP  = 0.02  Units: Second   The time step for the 

simulation. 

(11) x = INTEG ( "dx/dt",  0)   Units: **undefined** 

(12) y = INTEG ( "dy/dt",  0.1)   Units: **undefined** 

(13) z = INTEG ( "dz/dt",  25)  Units: **undefined** 
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qn� %�G��������#����-.
#��Prey and Predator Model����
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��)*�+��3��*���a�������Vensim
�O����9�<���l�8� 

Rabbits

Foxes

change

changeRate

foxesChange

R(t)=R(t-1)+G[1-R(t-1)/500]R(t-1)-0.0001R(t-1)F(t-1)

F(t)=F(t-1)+0.0001R(t-1)F(t-1)-0.02F(t-1)
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(rm) change = changeRate*(1-Rabbits/500)*Rabbits-0.0001*Rabbits*Foxes 

(02) changeRate =  0.01 

(03) FINAL TIME  = 100  Units: Day  The final time for the simulation. 

 (04) Foxes = INTEG ( foxesChange, 20) 

(05) foxesChange = 0.001*Rabbits*Foxes-0.02*Foxes 

(06) INITIAL TIME  = 0  Units: Day  The initial time for the simulation. 

(07) Rabbits = INTEG ( change,  400) 

(08) SAVEPER  =   TIME STEP   Units: Day     The frequency with which output  

                                                                                   is stored. 

(09) TIME STEP  = 1  Units: Day    The time step for the simulation. 
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Graph for Rabbits
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>���	����~2����.���A����L��

��1�	���s,-�	����.����orpV�����

�9���`���F�	#„��F�S�����*�S���

�N�`���3��^��mnom•mnooq4���

��

���G���s��*#����

9���*���9�•�0��Q�	H�3�#�RH(s��

��


����
�r�������

���:�	��� �#�T���N/��S�^��3:#(��9���*���>�s��

{(� |�W�*	��Stock{��� |� �����A(Flow{�,� |�N������ �����A(Inflow{�1� |�,��)��� �����A(

Outflow{�q4� |� ���	��Source{��� |� �2Z��{9#2������ |Sink{�k� |�9�`��� 986ZK� ���1

Feedback Loop{�t�|��#��	�����Z*	��Auxiliary Variable{�}�|O����9H6	��
�System 

Modeling{�[� |�€��*��3U�8�� ,-2	�{3/����81�|Dynamic Mathematical Model�

{�>���#�9�	��•��;=�N/��9��#�l��|��

�������
�r������

�Fk��	���1�#�3�#���!���� �	*�8�>�H�^���$��Q��8�[6���F��	���I(�9��G���>�H�Y�Wk2��•�S

�F��	����64�I(������>�H�Y��T���H28S�3*��>�H�Y�]�	K�3*���Fk��	���1�#�1�81k+��†L��*8�'��-M

�I(���U�*=MH����T<�*�M�"�#�[2�K��/�������9H�Y�]�	K�S�3*���Fk��	���3�%0��1�����N^	8�

x9H�Y�]�	K�3*���Fk��	���1�#��'��

{(�|�9�L��`���9�1��	���I(����Difference Equation�������� 
�O����9H6	���{���G��������6�


2����|34s��

( )1 1t t tx x k H x- -= + -  

{l������*��#|��

{�� |� I(�e�*=M 0x =� ����#0t =Fk��	��� 3�%0��1����� ,-2	���� �64�N��h 20000H =��

R���K�X��Y  �0.05k =���;��h�0,1,2, ,10t = �{�l������*��#|��
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{,� |� 9�`�)��� 986Z*��� ���1�� ���	���� ��#��	��� >���Z*	���� �����A�� �� W�*	��� ��#{�9��#

�����|��

{1� |� �����A(��W�*	���3:�:)K�N/!� ���(Stock and Flow Diagram�
��)*�+��56`���h�

VensimJ���]J@�*��N{�'>���#�9���(|��

��
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9�H-2	����>���HA�s 

{m�E(�|�W�*	��Stock���G���Q����Z*8�‚�!�[(�{€��*��h3/����81�|��i8��"	�8��†;�8��1�1G8

�Š2*��Level�9������Z*�����State Variable3��*��<�N^	8��s��

Stock

Flow

AuxiliaryVariable

Source/Sink

Information
Link

 

9�^�(�sˆ����	^*����T/�*	8�3*����T�0��1�#�hI�G��3=�5��	���9�	<��

{m•�|������0��Flow�F����24�RateW�*��†;�8��(��8G8��'9�^�(�s�I�G)���986Z	���5��	���9�	<

9#��	����(����*P	����T�0��1�#�h$���9�2��	�������

{m•,� |W�*	��� �8G8�F����24�N������ �����A(� '9�^�(�s��T�0��1�#�hI�G)���986Z	���5��	���9�	<

���*P	����

{m•1�|F����24�,��)��� �����A(W�*	���†;�8�� '9�^�(�s�1�#�hI�G)��� ���9�2��	���5��	���9�	<

9#��	����T�0���

{m•q4� |W�*	��� [6Z8� [6��� N%0�� ���Q��	��� 24� ���	��� '9�^�(� s��T�0�� h���	��� 9����� I�G�

F���*���9���:	����

{m•��|��2Z��{9#2������|W�*	���†;�8�[6���[��J	�������=�	������W�;���24�'9�^�(�s�J	������[�

� F1��*��� 9���:	��� �T�0�� hI�G)��� ��� 9H��)��� ���	��� 3 �����  ����{9O���� s�I2/8� �L

���0��F�^	���3=��	<�‚P���c`���2Z�������	��|��

{m•k� |$�� [6Z	��� �����0�� "�#�W�*	��� �T�=� �YB8�3*��� 34� 9�`��� 986ZK� ���1� '9�^�(� s�I�G)��

� �/�*K�5���� �2����F��� ��� 5��	����Š6Z	���$���Q`K�K� I�G)���3=� ���	���Q`K�K� �	�<�h9�=�D�$�

9�������5��	���9�	<�N;K��9�=�:����

{m•t�|��Yf*8��L�������A��3=��YB8��
�O����N	#��l%��3=�N��8���Z*��24��#��	�����Z*	��

W�*	����'9�^�(�s��	^*�A�t�*	���F�	���7(��hI�G)���Š2�;���9������
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{m•}� |,-2	��QU��h
�O����9H6	�
�O����N	#� l�8�3U�8��� '�l�K�9�U�8��>�L�#�N^�

�T�0��"�#�R�:����e�����9����l�K�3���L�1��*LM�>S1��� �h5��	����I�G)���.�*�M�F�����

{m•[�|�€��*��3U�8��,-2	�{3/����81�|�I2/*8�����G���Q����Z*K�>S1��	��l%28�[6���24

9�L��=� ��� 9��U�`K�>S1���� ��� '�N^�x kx=�{��9�������C�;*!A�� "�#�F�K�G�����C2=�9:;���

��G���|3���2	��9����3=�
�O��N^	K��"��S��9H��������9��U�`K�9�1����34���

{o•(�|��

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

                         =

      1 1

x t x t dt
H x t dt

dt
k H x t dt

x t x t dt k H x t dt dt

x t x t dt k H x t dt dt

x t k H x t

- -
µ - -� �� �

- -� �� �

- - = - -� �� �

= - + - -� �� �

= - + - -� �� �

 

�9��U�`K�9�1����.�����(����2��Ni=0�����C�;*!A��3={9�2T����|�h9�L��=�9�1����"�M��T�2����Y��

( )1 1t t tx x k H x- -= + -  

{o•��|��
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( )
( ) ( )

( )

1 1 0

1 0

2 1 1
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4
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t t tx x x x t

x x

x x x

x

x

- -= + - = =
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{o•,�|�9H�Y�]�	K�3*���Fk��	���1�#�24�W�*	��x��

�>�H�^���$��W��K�[6���F��	���24������A�1t tx x --��

��9H�Y�]�	KS�3*���Fk��	���3�%0��1������#��	�����Z*	����T<�*�M�Š2�K��/�����H��

�1�1G8� �	�<�9�`�)���986Z*��� ���1x�†;�8�H x-�†;�8�3��*�����1t tx x --�N������ �����A���

�����8G8��6T���9�����9�	<�I2/8�I���/	8Sx�6/4��'��

{o•1�|��
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x

dx/dt

k H

 

xdx/dt

(x)

H

k
 

x dx/dt (x)
 

Loop Number 1 of length 1 

  x 

       dx/dt 
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Current 1 1 1 1 1 1
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�������

 

��

12���]�	���9���H 


2�����9��<��

��~2����.���A����L>���	����

��

�3��^���N�`���F�	#0�3��^������*�A�mnom•mnooq4���

��1�	�orp�V����{�,-�	����.���|��

6�_����g 4�&���

��

9���*���9�•�0��Q�	H�"�#�RH(s��

��

F�0��F�B���s��

��8���/K���:�	���9���0����;���9���*���9�L��`���>S1��	���N�(Iterate)���;��1,2,...,15t =��

1 2 0 1

1 2 0 1

2 0, 5, 1

6 9 0, 3, 15
t t t

t t t

x x x x x

x x x x x
- -

- -

+ - = = = -

+ + = = = -
 

����(�9����N<�3=�tx�Q��1,2,...,15t ='��

3��^���F�B���s��

�ˆ���981��*LA���9�#�	*HA���9�H2�������982������4�2O���N^��9����:����4�2O��������^/���€��4

{��#�(�LM��^<��>��2��	�Fibonacci Numbers�|�=�I2/K���G�����#�3/����81�
�O��9�	<��T�

t�9��k0����#�
�O����9�	<�3�#���!�����	*�K�1t -���2t -�'�X��<��-+=,tx t TÎ�V���T�N^	K�

�K�h9�����9���k���*=�
�O����9�/����81�l�K�3*����9���^���9H��������9�L��̀���9�1��	���I(�����;

34�9���k�9O���[(���#�s��

1 2 0,t t tx x x t T- -- - = " Î  

��

{(��|�QU2�, 0t
tx l l= ¹�N/P���"�#�R*/K���#��	���9�1��	���I(�����2 1 0l l- - =��T���

3��*���N����s��
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1

2

1 5
1.6180339

2

1 5
0.6180339

2

l

l

+
= »

-
= »

 

��

{���|�I(����tx�N/P���3�#�R*/K���

1 5 1 5
,

2 2

t t

tx A B t T
� � � �+ -

= + " Î	 
 	 

� � � �

 

�9���(���;��0 0x =���1 1x =�I+=�1

5
A =���1

5
B

-
=�I+=�3��*�����txN/P���3�#�R*/K�s��

( ) ( ) { }( )1
1 5 1 5 , 0,1,2,... 0,1,2,...

2 5

t t

tx t T� �= + - - = =
� �� �

� 

��

{,��|�
��)*�+�Excel��H�(�tx���;��1,2,...,25t =  QU2��]�-��s��

A1=1 

A2=1 

A3=A1+A2 

. 

. 

. 

A(n)=A(n-1)+A(n-2) 

9O���s��8�)���‚�	���������ˆ�����
�)*�M�A4-A25���

�QU2�B1=A2/A1I���;�K���

� 1B(n) 1.6180339, As nl® » ® ¥  

�QU2��C1=A1/A2I���;�K� 

� 2C(n) 0.6180339, As nl® » ® ¥  

9O���s�6��n=30��

��

V��^���F�B���s��
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{(�|�9�=2<�	���9�%�)����T��9�����981��*LM���4�‘�I(�1��*LA��.�������(�F2;8Markovian 

Property�-�	=�9���^���9H��������•3��8���

{�� |�9�1��	��� R��� 9���^��� 9H����� ��� 9�=2<�	��� 9�%�)��� Q�*8� ��� 9<�!� �T��� F�`LA�� ���

9�L��`����

( )1 2 , , ~ 0,4t t t t tx ax bx t T Ne e- -- - = " Î  

� ����� 9���� ��Z*	�� 9���Y� 9H�1� ��� 9�1��	��� 564� F2�(Second Order one State 

Variable)�9����Š��Z*	��"��(�9H�1�"�M��(First Order two State Variables)�]�-��

�QU2�1 2t ty x- -='��

{,�|�
��)*�+�Vensim�5���;*�M���*�(��
�O�����6T��,-2	��I2<�(Steady State)���;�����

1) 1.2, 0.7

2) 1.2, 0.7

a b

a b

= = -

= - = -
 

9O����s9���*�����;���
�)*�M��

RANDOM NORMAL(-3.99,3.99 , mean ,standard deviation ,seed=Prime 

Number ) 

INITIAL TIME  = 0 

FINAL TIME  = 2 

SAVEPER  =  TIME STEP  

TIME STEP  = 0.01 
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��������	�����
�������

����*�A�9�/		���F2�������(orpV�����

F�0��F�B����$��HMs��

1 2 0 12 , 5, 1

5,-1,11,-13,35,-61,131,-253,515,-1021,2051,-4093,8195,-16381,32771
t t tx x x x x- -= - + = = -
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���8��tx�3�#��	*�K�1tx -���2tx -[(�9�f�	���C2:���R�����

1 2

1 2 0,
t t t

t t t

x x x

x x x t T
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- -
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{(�|�QU2�, 0t
tx l l= ¹��J����
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{��|*)���9�;�;����#��	���9�1��	�����GH�I���	�24�9�L��`���9�1��	���
�����N����I+=�9`���
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1 2

0 1
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t
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x A B t T

x A B t T
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x A B A B
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B B

B A

x t

l l= + " Î

� � � �+ -
= + " Î	 
 	 


� � � �
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� � � �+ -
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� � � �
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� � � �
-

\ = � =
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{,| 

A B C 

1 1 1 

1 1 1 

2 2 0.5 

3 1.5 0.666666667 

5 1.666666667 0.6 
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8 1.6 0.625 

13 1.625 0.615384615 

21 1.615384615 0.619047619 

34 1.619047619 0.617647059 

55 1.617647059 0.618181818 

89 1.618181818 0.617977528 

144 1.617977528 0.618055556 

233 1.618055556 0.618025751 

377 1.618025751 0.618037135 

610 1.618037135 0.618032787 

987 1.618032787 0.618034448 

1597 1.618034448 0.618033813 

2584 1.618033813 0.618034056 

4181 1.618034056 0.618033963 

6765 1.618033963 0.618033999 

10946 1.618033999 0.618033985 

17711 1.618033985 0.61803399 

28657 1.61803399 0.618033988 

46368 1.618033988 0.618033989 

75025 1.618033989 0.618033989 

121393 1.618033989 0.618033989 

196418 1.618033989 0.618033989 

317811 1.618033989 0.618033989 

514229 1.618033989 0.618033989 

832040 1.618033989 0.618033989 

 

�I(�•�����

( )
( )

1

2

1.6180339,

0.6180339,

B n As n

C n As n

l

l

® » ® ¥

® » ® ¥
 

V��^���F�B����9��HMs��

{(�|�9H��������9�=2<��	���9�%�)��k��Markovian Property of order ��

"�#� F2;K� ��G��� ��#� 9�@�2P���� ��4�O��� 9	�L� I��t�9��k0�� ��#� �T	�L� "�#� �	*�K�

1, 2,...,t t t k- - -d;=��'�X��<��-M��^	={ },ty t-¥ < < ¥I+=� 
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� ( )( ) ( )1 2 1 21| , ,..., , ,... | , ,...,t t t t k t t t t kt kP y s y y y y P y s y y y- - - - - -- +< = <  

{��|��

( )1 2

1 2 1

1 1

1

, , ~ 0,4t t t t t

t t t t

t t t t

t t

x ax bx t T N

y x y x

x ax by
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e

- -
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-
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{,�|��

x

y

dx

dy

epsa

b

 

 

(01) a = 1.2 

  

(02) b = -0.7 

  

(03) dx = a*x+b*y+eps 

  

(04) dy = x 

  

(05) eps = RANDOM NORMAL(-3.99,3.99 , 0 ,2 ,19 ) 

  

(06) FINAL TIME  = 2 
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(07) INITIAL TIME  = 0 

 

(08) SAVEPER  =  TIME STEP  

 

(09) TIME STEP  = 0.01 

 

(10) x = INTEG ( dx, 0) 

  

(11) y= INTEG ( dy, 0) 

 

Current
x

0.2

0.1

0

-0.1

-0.2
dx

4

2

0

-2

-4
0 0.50 1 1.50 2

Time (Day)  

�;*�����\�
�O�����

��

(01) a = -1.2 
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(02) b = -0.7 

  

(03) dx = a*x+b*y+eps 

  

(04) dy = x 

  

(05) eps = RANDOM NORMAL(-3.99,3.99 , 0 ,2 ,19 ) 

  

(06) FINAL TIME  = 2 

 

(07) INITIAL TIME  = 0 

 

(08) SAVEPER  =  TIME STEP  

 

(09) TIME STEP  = 0.01 

 

(10) x = INTEG ( dx, 0) 

  

(11) y = INTEG ( dy, 0) 
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Current
x
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0��Q�	H�"�#�RH(9���*���9�•�s��

 

F�0��F�B���s��

�9�:)���9��U�`*���>S1��	���9#2	J	�Linear Differential Equations9���*���s��

0.5 , 0.4

0.5

x x ay a

y x y

= - + <

= -

�

�
 

{(� |� 9������ .�i=� N/!� "�#� �T�*<(State Space�=x Ax���G�		��� ��GJ��� �H�(��

Eigenvalues�9=2`�	���A�9	�L�I(������a9��U�`*���>S1��	�����;*������3:�K���:�	���'��

{��|�9�:)���9�L��`���>S1��	���R*<(Linear Difference Equations�9#2	J	���9•=�/	���

�9������ .�i=�N/!� "�#� �T�*<(��9;�����State Space�1 , 0,1,2,i i i+ = =x Ax �� '�}�P���N4

�9	�L�"�#a�i8����4���;*������3:�8�'��

{,� |� 
��)*�+�Excel� 9���0�� ��;��� 9�L��`��� >S1��	��� 9#2	J�� N��0 01, 1x y= =���;���

1,2, ,20i = ����0.3a ='��

3��^���F�B���s��

{��b��1�#�(Wells� x �����N��1������+��1�1G8�F��*��N;��3=)���2`�	������b�Drilling 

Wells �(� �x��3�#�� ���b��1�#�3�#� �	*�K�3*����)� �`����9���(Drilling Fraction� � �d�

� ��U�N%���24� [6���)���9����981����� �`�(Normal Drilling Fraction� �n� ��)���YfK

� �`���� 9���� "�#� 3D��*�A�Effict of Reserves on Drilling Fraction� � |�e��64�� �

� ���� 9�H2�� 9L�#� 3:�8� ���0�)� F��*���� 3D��*�M(Petroleum Reserves� � �r�3;�*	���
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�`����9�����'�3D��*�A�3������Š2*�	���9�����#�����#�24�F��*����3D ��*�M����3;�*	���.GJ��

�"���F��*���{�F��*����3D��*�A�9���0��9	�;��Initial Petroleum Reserves���|i� �†;����

��3;�K��	�<�I��3��8�9������564�3=��/		���F��*����9�	<�X�L��	�<�F��*����3D��*�M����NL(����;

†;�K���`����9����I+=��6/4���TH���M�3=�981��*LA��9	�;���X�L��	�<���TH��)*�M'��

� 24� ,���� �����+��†L��*8� ���b�� 1�#{�9;�Z	��� ���b�Closing Wells� � |�x- ��34�3*���� �

���U�N%��{A��9����981�����C�\Normal Closing Fraction�|c����{�,��)*�A����YfK

�C�\A��9����3�#Effect of Extraction on Closing Fraction�|f�'��,��)*�A����YfK

�3�#� ��Yf*��� ���K�9��1�24�C�\A��9����3�#{� �•��N/�� ,��)*�A�Extraction per Well��|

p�Q�� 9���;	���� �{� �•�� N/�� �O#0�� ,��)*�A�Maximum Extraction per Well� |m�

�C�\A��9����3�#�'�3��K��•��N/���O#0��,��)*�A��"�M��•��N/��,��)*�A��9 ����3=�†;��f=

2�%��^<(�g�%��,��)*�A��I(�1�1GK��6T���981��*LA��5���H�
�����•����N`L�Ni=0�����$����9�

C�\A�� 9���� � '�•�� N/�� �O#0�� ,��)*�A�� ��U�N%��� 24� �•��N/�� ,��)*�A� � �{���YfK

��•��N/�� ,��)*�A��"�#�3D��*�A�Effect of Reserves on Extraction per Well��|�

h�0�� �64�� �3D��*�A��� ,�)*�	���F��*���� ����9�H2��9L�#� [��8� ��� '�9����X�L��K� �	�/=

�•��N/��,��)*�A��I+=�3��*�����9�2�%��^<��g��8�,��)* �A��I+=�F��*����3D��*�M †L��*8�'

N��1������M�$��c���F��*����3D��*�M�Š2*���I+=�1�J*����\������24�F��*����I0������(�'

�,��)��������A�r�����9��/���9�	/���24�F��*����3D��*�M����{�,��)*�A�Extraction��|�g�

���b��1�#����•��N/��,��)*�A����U�N%���34�3*����982� ���'��

{(� � |� �����M�� Š2*��� d:)�� ���(� {9����� >�L�#� |L��`��� >S1��	��� R*<(�� 
�O���� �6T��9�

Difference Equations$�=��/�*K�3*����'��

{��|�
��)*�+��F��*����,��)*�A�,-2	��I2<Vensim���

��

V��^���F�B���s��

��J���.�GH��Q�	H�"�M�9@���������J�<S���3�Z���
����N;�K�9)i	<�I���A��R�L����*#M��/	8�'

�I���A��R�L�9H6	���/	8��	<{��H�3�8�;K�N/P��|�11�*	<Oscillator'������11�*8�
�O�<�R�;���


�#� N/P�� ��*���� s� }����MDiastole� e��;�M� �� .�)K�M� 9���� [(�Systole†�;K� 9���� [(��'

� 3@��	�<��T<� 6`��� R�;��� >�i#� }����M�� e��;�M� 3=� R��*8Electro-Chemical 

Stimulus� '��I(���U�*=M��-+=x�9�i#�9`���F2D�24�Muscle Fiber���R�;���3=��v�9�	<�
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�R�;���9�i#�9`���F2D�3=�e��;�A���}����A��F����I(�9� �	�	������J*�������H���;=�h6`�	��

� �����*��†;�8��6`�	���9�	<�Q��1�1G8{�R���K�X��^�0m>� � |�9`����� �J��V�Y� ����C�`���Q�

{�*��1���0����*#(98���|�T�2D��'9`�����F2D�Q��†L��*K�6`�	���9�	<�F����I(��H���	<'��

S�(� s� 9��U�`*��� >S1��	��� I2<Difference Equations���� 9��i#� 9`��� 9�<��� ,-2	���

9;������>��:�	���"�#���	*���R�;��'��

����Y�s�,-2	��I2<Vensima@�*����‰L����9���*�����;����s��

( )
( ) ( )

2 / sec, 0 2

0 1 , 0 0.1 100 sec

cm x cm

v microgrm t

m= =

= =
��� 

Q������F�B���s 

� 9�*�H2���� 9������� �T*�<��� l%2K� 3*��� 9����:��� �4�2O��� ��� ��^/��� €��4Logistic 

Function�'�‚:���2	�����(��K���4�‘�l�K�9������564�{�c��f*���9�����|�3����42	��g��8��Y

Exponential� ��*`��{��41kA�� 9����� |� �42	�� BD��*8� �Y{ai���� 9����� |� lL2*8� �Y��42	�

{���;*�A�� 9����� '|� ��G��� ��#� ��4�O��� 9	�;�� ��G��� �-+=t�G������( )n t� I+=�0n�"�M�G��K�

� 9�@��	��� ��� 9���0�� 9	�;��Initial Value� 24� ��4�O��� 56T�� 2	���� l;�� I�<� �-M��M{��24�

���4�O���9	�L�$����N�K�I���/	8���"�L(E98�T�S���"�M���G���F�B8�����#�$��K�9;�;����3=��|

�9�<�����9�1��	���I+=Dynamic Model34�9��k0��N<���#���4�O���l�K�3*���s��

( )
( )0 0

, 0
1 ct

M
n t t

M n n e-= ³
+ -� �� �

 

��

{(�|�d:)��I2<Vensim��4�O���56T��'��

{��|�>����������9���*��:��

Year Volume  Year   Volume 

1984 0.0 1992 15.0 

1985 1.5 1993 18.5 

1986 2.0 1994 20.0 

1987 2.5 1995 22.5 

1988 4.0 1996 23.5 

1989 5.0 1997 23.0 
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1990 8.5 1998 27.0 

1991 11.5  1999   27.5 

�����	�����LM���0n���c'��

9O����s�
�)*�(Curve Expert��(�ExcelN/P���"�#�9�1��	���6��� 
1 cx

a
y

be-=
+

 �
�)*�(�

�9�������;<0 0 030, 30, 0.5a b c= = =9�������4�JK�Š������L�[(��(�'��

{,�|���;`���3=�d:)	�������	<����;	�����;���6�{(�|a@�*����‰L����
�O������<����[�H(�'��

9O����s�9L�����
�)*�(( ) ( ) ( )
dn t M n t

c n t
dt M

-
= ´ ´�����ƒ��'��



 155 

��������	�����
�������

�3��^���N�`���3@�T�������*�ƒ��9�	*���>���HMmnom•mnooq4��

��1�	��orpV�����

F�0��F�B����9��HMs��

{(�|��

( )

( )2

1

2

0.5

1 0.5

0.5

1 0.5

0.5
det det 0

1 0.5

0.5 0
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0.5

x a x

y y

a

a

a

a

a

l
l

l

l

l
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-� � � � � �
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-� � � � � �
-� �

= 	 
-� �
- -� �

- = =	 
- -� �

- - - =

= - -

= -

A

A I

�

�

 

���;�0.4 0.4a- < <�����<�I(��J��1 1l <���2 1l <��;*���N����I2/8�I(�}��!�564��'��

{��|��

1

1

0.5 , 0.4, 0,1,2,...

0.5
i i i

i i i

x x ay a i

y x y
+

+

= - + < =

= -
 

1

1

0.5
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1 0.5
i i

i i

x xa
i

y y
+

+

-� � � �� �
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-� �� � � �

� 

�9������9=2`��State Matrix������;`���3=�9��HA��I+=�$��#���T�`��34��i8����4���:�K�9;��'��

{,|��

               x             y 

1 1 

=-0.5*A2+0.3*B2 =A2-0.5*B2 

=-0.5*A3+0.3*B3 =A3-0.5*B3 

=-0.5*A4+0.3*B4 =A4-0.5*B4 

=-0.5*A5+0.3*B5 =A5-0.5*B5 

=-0.5*A6+0.3*B6 =A6-0.5*B6 

=-0.5*A7+0.3*B7 =A7-0.5*B7 

=-0.5*A8+0.3*B8 =A8-0.5*B8 

=-0.5*A9+0.3*B9 =A9-0.5*B9 
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=-0.5*A10+0.3*B10 =A10-0.5*B10 

=-0.5*A11+0.3*B11 =A11-0.5*B11 

=-0.5*A12+0.3*B12 =A12-0.5*B12 

=-0.5*A13+0.3*B13 =A13-0.5*B13 

=-0.5*A14+0.3*B14 =A14-0.5*B14 

=-0.5*A15+0.3*B15 =A15-0.5*B15 

=-0.5*A16+0.3*B16 =A16-0.5*B16 

=-0.5*A17+0.3*B17 =A17-0.5*B17 

=-0.5*A18+0.3*B18 =A18-0.5*B18 

=-0.5*A19+0.3*B19 =A19-0.5*B19 

 

            x            y 

1 1 

-0.2 0.5 

0.25 -0.45 

-0.26 0.475 

0.2725 -0.4975 

-0.2855 0.52125 

0.299125 -0.546125 

-0.3134 0.5721875 

0.32835625 -0.59949375 

-0.34402625 0.628103125 

0.360444063 -0.65807781 

-0.377645375 0.689482969 

0.395667578 -0.72238686 

-0.414549847 0.756861008 

0.434333226 -0.79298035 

-0.455060718 0.830823401 

0.476777379 -0.87047242 

-0.499530415 0.912013589 

0.523369284 -0.95553721 

3��^���F�B����9��HMs��
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V��^���F�B����9��HMs��

{(�|�†;�8��6`�	���9�	<�Q��1�1G8�R�;���9�i#�9`���F2D�3=�e��;�A���}����A��F����I(��	�

������*�{�R���K�X��^�0m>��|���J��V�Y�����C�`���Q��-M��T�2D��9`�����

( ) ( ) ( ) ( )3 3
dx t

v t x t x t
dt

m� �= - -� �  

�-M�9`�����F2D�Q��†L��*K�6`�	���9�	<�F����I(��	����

( ) ( )
dv t

x t
dt

= -  

�d����N/P���T�*/����

( )3 3
dx

v x x
dt

m= - -  

dv
x

dt
= -  

{��|�a�������N^	��,-2	���Vensim���

x

v

dx

dv

mu

 

��

(01) dv=  -x 

 Units: microgrm/sec 

  

(02) dx= v-mu*(((x^3)/3)-x) 

 Units: cm/sec 

  

(03) FINAL TIME  = 100 
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 Units: Second 

 The final time for the simulation. 

 

(04) INITIAL TIME  = 0 

 Units: Second 

 The initial time for the simulation. 

 

(05) mu= 2 

 Units: cm/sec 

  

(06) SAVEPER  =  TIME STEP  

 Units: Second 

 The frequency with which output is stored. 

 

(07) TIME STEP  = 0.1 

 Units: Second 

 The time step for the simulation. 

 

(08) v= INTEG ( dv, 1) 

 Units: microgrm 

  

(09) x= INTEG ( dx, 2) 

 Units: cm 
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Heart Rate v Fiber Length 

4

2
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Heart Rate v Stimulus 
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Stimulus v Fiber Length 
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Stimulus v Heart Rate  

4

2

0

-2

-4

1

1

1
1 1 1 1 1 1

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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a@�*����9PL���s��

�N/!����•��8{m�|�}����A�����F�;*�A��I(Diastole{�9�82D� ���(�|�e��;�A��"�MSystole�

{����L�  ���(� |�F�0��3=�.d���e��;�A�� �T�=�~��K�{�[6����3`��� �����M�3=�R��*8S�3*�
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R�;��� [-B8� |�6`�	��� ��� 9���#�9�	<� ��#� �/���"�M� 
����Q=���Q8���N/P�� j�;�K�  ���0�� I+=

,��)���'�N/!{o�|�11�*������8Oscilation5��ZK�F�����6`�	���[2*���3=��'����F�/!0�{p�|

�"�M{x�|>�82*�	���"=�98�������>�11�*���9��D�gU2Ks��

m•�N/!�9�i����F2D��U�R�;���9�i#�>�i���F����{p|��

o•��9�	<��U�R�;���9�i#�>�i���F�����N/!�6`�	�{n|��

p•�N/!�9�i����F2D��U�6`�	���9�	<�{w|��

n•�N/!�R�;���9�i#�>�i���F�����U�6`�	���9�	<�{x|��

��

Q������F�B����9��HMs��

{(|��

n(t)M-n(t)

dn(t)/dt

n(0)M

c

 

{��|����	����8�;K��

�
��)*�+��S��Excel���

 

     A        B     C                                     D              E 

  c= 0.473488084598268  

  M= 27.218780487999  

  n0= 0.691567114138888  

Year Delta Year Value Logistic Sq Error 

1980 =A5-$A$5 0 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B5)) =(D5-C5)^2 

1981 =A6-$A$5 1.5 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B6)) =(D6-C6)^2 

1982 =A7-$A$5 2 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B7)) =(D7-C7)^2 

1983 =A8-$A$5 2.5 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B8)) =(D8-C8)^2 

1984 =A9-$A$5 4 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B9)) =(D9-C9)^2 
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1985 =A10-$A$5 5 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B10)) =(D10-C10)^2 

1986 =A11-$A$5 8.5 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B11)) =(D11-C11)^2 

1987 =A12-$A$5 11.5 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B12)) =(D12-C12)^2 

1988 =A13-$A$5 15 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B13)) =(D13-C13)^2 

1989 =A14-$A$5 18.5 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B14)) =(D14-C14)^2 

1990 =A15-$A$5 20 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B15)) =(D15-C15)^2 

1991 =A16-$A$5 22.5 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B16)) =(D16-C16)^2 

1992 =A17-$A$5 23.5 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B17)) =(D17-C17)^2 

1993 =A18-$A$5 23 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B18)) =(D18-C18)^2 

1994 =A19-$A$5 27 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B19)) =(D19-C19)^2 

1995 =A20-$A$5 27.5 =$D$2/(1+(($D$2-$D$3)/$D$3)*EXP(-$D$1*B20)) =(D20-C20)^2 

   Sum= =SUM(E5:E20) 

 

 

      A          B     C                                     D              E 

  c= 0.473488085  

  M= 27.21878049  

  n0= 0.691567114  

Year Delta Year Value Logistic Sq Error 

1980 0 0 0.691567114 0.478265073 

1981 1 1.5 1.093543839 0.165206611 

1982 2 2 1.714073963 0.081753699 

1983 3 2.5 2.650992755 0.022798812 

1984 4 4 4.019328309 0.000373584 

1985 5 5 5.923649251 0.85312794 

1986 6 8.5 8.403403286 0.009330925 

1987 7 11.5 11.36711781 0.017657676 

1988 8 15 14.56684923 0.187619589 

1989 9 18.5 17.66362481 0.699523461 

1990 10 20 20.35934383 0.129127985 

1991 11 22.5 22.49780667 4.81069E-06 

1992 12 23.5 24.07261592 0.327888994 

1993 13 23 25.16994472 4.708660072 

1994 14 27 25.90542485 1.198094761 

1995 15 27.5 26.38562558 1.241830348 

   Sum= 10.12126434 

��

�
��)*�+������YCurve Expert���



 166 

 

 

 

 

 



 167 

 

 

 

 



 168 

 

 

 

 

34����;�����;����J����

�User-Defined Model: y=a/(1+((a-b)/b)*exp(-c*x)) 
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Coefficient Data: 

a = 27.218854 

b = 0.69156932 

c = 0.47348677 

�[(027.218854, 0.69156932, 0.47348677M n c= = =��

��

{,|��

n(t)M-n(t)

dn(t)/dt

n(0)M

c

 

 

(01) c = 0.47 

  

(02) dn(t)/dt = c*(M-n(t)/M)*n(t) 

  

(03) FINAL TIME  = 15 

 

(04) INITIAL TIME  = 0 

 

(05) M = 27.22 

  

(06) M-n(t) = INTEG ( -dn(t)/dt, 30) 
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(07) n(0) = 0.69 

  

(08) n(t) = INTEG ( dn(t)/dt, 1) 

  

(09) SAVEPER  =  TIME STEP  

 

(10) TIME STEP  = 1 

Current
"n(t)"

40

30

20

10

0
"dn(t)/dt"

6

4.5

3

1.5

0
0 3.8 7.5 11.3 15

Time (Month)  
Current
"M-n(t)"

40

30

20

10

0
"dn(t)/dt"

6

4.5

3

1.5

0
0 7.5 15

Time (Month)  
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n(t)dn(t)/dt

M-n(t)

(n(t))

c

M
 

M-n(t)dn(t)/dt

(M-n(t))

n(t)

c

M
 

n(t) dn(t)/dt
M-n(t)

(n(t))
 

M-n(t) dn(t)/dt
(M-n(t))

n(t)
 

a@�*����9PL���s��

�W�*	���I(�V���F�B����3=� 2%2	���3*�H2���� ��*���9J K�����9��������>��2��������•���

Stock��( )n tlL2*8��Y�3���2	��"�M�52	��F2�*8��Y�.d���2	�8�� '������A�Flow�( )dn t dt�

�†L��*���fD��*8��Q8���†L��K���1�8G���3=�lL2K��Y�9�8����1�8k�"���9•�:�����1�8G��������Z*8

lL2*8�"*��.}��*���3=��	*�8�'��

��

��



 172 
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������������������������

��

��

�
����	
��������
���
������

�2�
�	
�3��
��	
��
���orp4�����

�9���`���F�	#„��F�S�����*�S���

�`���N�3��^��1422•mnopq4���

���G���s��*#����

9���*���9�•�0��Q�	H�3�#�RH(s��


����
�r����� 

(�|3��*��� �#s��

� 
�O���System� �@�/��� h�Entity� 9`���� h�Attribute� }�P���� h�Activity�
�O���� 9���� h�

System State���

��|9	O�0��W�2�(��<-('��

,�|3��O������/`*���3=�
�O����N^	8�l�<'��

����������
�r���

�
��)*�+�Excel��:�	�����;���N���������������9���*���9�L��`���>S1� �	���N��s 

��

( )
1 0

1 1 0

2
1 1 0

1) 0.3 10, 0, 1,...,50

2) 1 , 10, 1,...,50

3) 0.7 0.2, 1, 1,...,10

n n

n n n

n n n

x x x n

x x x x n

x x x x n

-

- -

- -

= + = =

= + = =

= + + = =

 

�������
�r������

�,-2	������Dcy a bx= +����)*���9���*���>��������"�#�Excel Solver� 

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

y 32 47 65 92 132 190 275 312 509 690 

 

9;�:	�����;������:�	�����;�������'��

��
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��

���$	
�%��$	
�5
�����������������������������������

��������	
����
���

�
����	
��������
���
������

��

�L���gsh�����@�-.�#$���=�$�B��


�	�
�����	�������	������	���mnoo�mnop��			

��

	�����p�����			

 %������ 2[&����%#!�324�k!'���

��


����
�r���� 

� ���*�+���  �#{� sm� � |� 
�T<��� 72�Occam's Razor{�o� |�gP��� ��#�L� ��� (���

Parsimony Principle��

{p� |� 
�O���� 9���System State {�n� |� 9�������� 9:P�0�Endogenous Activities{�w�|

9:P�0�� 9�H��)���Exogenous Activities{� �x� |� 9�@�2P���� 9:P�0�Stochastic 

Activities{� �y� |� 9��`�	��� 9	O�0�Discrete Systems{� �z� |� 
�O���� 9H6	�System 

Modeling{�v�|�W�*	��Stock{�mr�|������0�Flow���

{mm� |� >S2�	��Converters� ��#��	��� >���Z*	��� �(�Auxiliary Variables{�mo�|

�>�%2	�� Connectors�>��2��	���d������(�Information Link� 

�������
�r������

��ˆ���981��*LA���9�#�	*HA���9�H2�������982������4�2O���N^��9����:����4�2O��������^/���€��4

� ��G��� ��#� 3/����81� 
�O�� 3=� ��Z*�� 9�	<� �T�=� I2/Kt<� W2	J�� [���K����#� ��Z*	��� >��	

�9��k0�1t -���2t -�'�X��<��-+=,tx t TÎ���G�����#���Z*	���9�	<�N^	K�t�V���T���*=�N^	K�

9�����9���k'��

m��|��`���9�1��	����*!M�9���k�9O���[(���#�
�O����9�/����81�l�K�3*����9��� �̂��9H��������9�L

t TÎ�'��
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o� |� 9���� .�i=� N/!� 3=� 9;������ 9L����� QU State Space Form� N/P��� 3�#�

1, 0,1,...,t t t T-= =x Ax  

�V����

      
1 1

0 1
� �

= 	 

� �

A  

p�|��G�		�����6J����H�(Eigenvalues9=2`�	���A'��

n�|�9���(���L�6�f�1 21, 1x x= =�
��)*�+���EXCEL��T��#�X����3*���9�L��`���9�1��	���N��

�3={m�|���;�1,2,...,30t ={�'���8�)���3=�N����QU1, 2,..., 30A A A'|��

w� |� QU2�1 1 2,..., 29 29 30B A A B A A= =� �1 2 1,..., 29 30 29C A A C A A= =���;��� I��L�

�9=2`�	����G�		�����6J���Q��9JK����A'��

�������
�r������

{(�|�9�=2<�	���9�%�)����T��9�����981��*LM���4�‘�I(�1��*LA��.�������(�F2;8Markovian 

Property��8��-�	=�9���^���9H��������•3��

{�� |�R��� 9���^��� 9H����� ��� 9�=2<�	��� 9�%�)��� Q�*8� ��� 9<�!� �T��� 3�2���� F�`LA�� ���

9�L��`���9�1��	����

( )1 2 , , ~ 0,4t t t t tx ax bx t T Ne e- -- - = " Î  

� ����� 9���� ��Z*	�� 9���Y� 9H�1� ��� 9�1��	��� 564� F2�(Second Order one State 

Variable)�9����Š��Z*	��"��(�9H�1�"�M��(First Order two State Variables)�]�-��

�QU2�1 2t ty x- -='��

{,� |� 
��)*�+�Vensim� 5���;*�M� ��*�(�� 
�O���� �6T�� ,-2	�� I2<�(Steady State)���;�� �

0 1x =���0 1y =����

1) 1.2, 0.7

2) 1.2, 0.7

a b

a b

= = -

= - = -
 

9O����s9���*�����;���
�)*�M��

RANDOM NORMAL(-3.99,3.99 , r  ,o ,seed=mv ) 

INITIAL TIME  = 0 ��  FINAL TIME  = 2 

SAVEPER  =  TIME STEP    ��TIME STEP  = 0.01 

��
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���$	
�%��$	
�5
���������������������������������

��

�����������2���R�;$���,�9�\t�� 2#��������!EeiggueighvC���

�L���203������@�#$���=�$��-.B��

��


����
�r�2�� ��!E���

 

{m| � 
�T<��� 72�Occam’s RazorF2;8� 3	�#� 3`��=� (���� 24��� s�.��!0�� d���*�

{N<�P	��� |�N�%�`*��� �4f�� (�8M�NL0�� "�#� �(�98���i��� ��\�N�%�`*���N<� ���*�M

�‚�P����64�1��K�3*��{9�/P	��|��

{o| �gP��� ��#�L����(���Parsimony Principle6����3	�����V�����3=��F2;8�[�s��-M

�NL��[2�8�[6���,-2	���=�
�	*����a@�*����c`��3:�8������,-2	������^<(�€��4�I�<

Ni=0��,-2	����24�����	����>���Z*	������1�#' 

{p| � 
�O���� 9���System State ��TK�`%�� >��@�/��� N<� l�K� >���Z*�� 34��

9����� 9O��� ��#� 
�O���� 3=� 9:P�0��� '�� Q�**�� 
�O���� �2:K� 7��8��3=� >���Z*�

$*���'��

{n| ��9��������9:P�0�Endogenous Activities
�O����N��1�9:P�0��l�K��'��

{w| � 9�H��)��� 9:P�0�Exogenous Activities�
�O���� 9•��� 3=� 9:P�0�� l�K��


�O���� �64�3�#��YBK�3*���� '���Z��
�O��3	�8�9�H����9:P�f���Yf*8S�[6���
�O���

:P�0����Yf*8�[6���
�O����c/��t2*`��
�O��$�f��l%28�[6����9�H��)���9'��

{x| � 9�@�2P���� 9:P�0�Stochastic Activities�N/P�� �4��YfK� ��Z*8� 3*��� 34�� �

�[6���XL2����^	=�3��	*�M�Q8k2*��l%2K��1��*��>����/�M��TJ@�*���I2/K��3@�2P#

���Z*8�9�&�F�:#M� ���� ��G��� I�� �	<�3��	*�M�Q8k2*�� l%28�Q�	J*���9�&�$L�Z*�K

3@�2P#�N/P�'��

{y| �9��`�	���9	O�0�Discrete Systems�Q:;*��N/P��
�O����9�����T�=���Z*K�3*����

�3�#�R�D�F2%��hQ:;*��N/P��~��8�Q�����3=�9#�i��F�	<M��^	=���G���Q�

ˆ���Q:;*��N/P��~��8�Q@�i���'��
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{z| �
�O����9H6	�System Modeling�,-2	��3�������I2/��I��RJ8����
�O��9������

Model�>�U��*=M��9�•�(�3�#�9��Hƒ�����J*���.��HM�e�Z��
�O�����64�l%2��

�~��8��3�%0��
�O���� ��:i8S�3*�� ]�-����!���� 
�O����3 �#��T@��HM��/	8S

�9���1� I�� �	<�9��%0��$%�2)�� $���;=�� 
�O���� ���ZK�3��� [1B8�$�	#�3=�€��K�M

�>���2�� ��#�R8�JK� ��� �/	K� 
�O���� ���S��� ,-2	�����1�#+�� ]�-�� 
�O����F2�

��-M� [6��� 3�%0�� 
�O���� c/��� ��2��N<� .��HM� ��#�9��%0�� 9������ 3��� ,-2	���

����Z*��[1��*LM�
�O��9�������^	=�9��%0��9*�����Š��������9K1�#M��/	8S���ZK

�T�/#��/	8S�a@�*��3���[1B8��L�R�:����e�����>������'��/	8�,-2	����I(��	<

(�3=�7��8� I��,-2	���� 
��)*�+�� 
�O���� ��<���� .��HM��/	8� �^	=�9�U��*=M�9��k

9���L��@�L1�3=������ ��� �T!�� ��#�>��*`�� 
�O����>�=��K�j���9=����� '�]�6<�

�.���� �8��� �^	=� �%��512H���$@�P�M�N�L� 
�O����9���1�,-2	���� �8�D� �#� �/	8

Ni=�� ����� [�� �8��*�=� .������ >������ ��#� ��8����Q���������N/�� ,-2	�� I2/��

>����)���564�X�K�Q��	��� ��K�3<����' 

{v| �W�*	��Stock���G���Q����Z*8�‚�!�[(�{€��*��h3/����81�|�"	�8��†;�8��1�1G8

�Š2*����i8�Level�9���� ��Z*�����State Variable�.��!0��R#2*�8�W�*	���h�

� ��O��� 3`*)K� �(� �TOKS� 9�#2*�	��� .��!0�� 564�� 9���k� ��*`���(�  �iK� �T��� -M

�R��K{N;K�|9���k���*=�F���' 

{mr�|������A�Flow�F����24�RateW�*	������†’;�“8��(��8G“8�2T=�hW�*	���9���������Z8��'

[6��������A���

����	��� �(�N������ �����A(�"	�8�W�*	��� �8G8�������Source�"	�8�W�*	���†;�8�[6����h

�,��)��������A(��

��2Z����(������Sink'���

{����mm� |� >S2�	��Converters� ��#��	��� >���Z*	��� �(�Auxiliary Variables�Š2�K�

>���	���
2;K�h
�L�(��

�9	/�*	�����*�K��9�;:����(�98��H�(�9��������������� ��Controllers,-2	����3=�'��

{����mo� |�>�%2	�� Connectors�>��2��	���d����� �(�Information Link�3*���34�� �

d��K��(�N	�K��

�N;�KS�>�%2	��� I��•���� I(��T	��� ���h,-2	����3=���&�" �M�.GH����>��2��	��������������

�981���>��	<{N^���
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12;�������9L�:������5��	��������������|�.GJ��N;*�K�,-2	�������.GH�9	�;=�d;=�>��2����N;�K�34�N�

��&'��

�������
�r�2�� ��!E���

m| �	<�F�B����>��:��������G�����#���Z*	���9t�34�tx���G�����#��1t -�34�1tx -�

���G�����#�2t -�34�2tx -��-M� 

1 2,t t tx x x t T- -= + Î  

#��(9�L��=�9�1����N/!�"��s��

1 2 0,t t tx x x t T- -- - = Î  

o| N/P���3�#�9�L��`���9�1��	���Qi�s��

1 2,t t tx x x t T- -= + Î  

�QU2��1 2t ty x- -=�J����

1 1

1

t t t

t t

x x y

y x
- -

-

= +

=
 

N/P���"�#�34���

1

1

1 1

1 0
t t

t t

x x

y y
-

-

� � � �� �
=	 
 	 
	 


� �� � � �
 

�2�:	���N/P���24�'��

p| �K��G�		�����6J��9L��������,�)*��

0l- =A I  

1 1 1 0
0

1 0 0 1
l

� � � �
- =	 
 	 


� � � �
 

1 1
0

1

l
l

-
=

-
 

( )( )
2

1 1 0

1 0

l l

l l

- - - =

- - =
 

1 2

1

2

1 5 1 5
,

2 2
1.618034

0.618034

l l

l
l

+ -
\ = =

=

=
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n�|��

1 1 1 

1 0.5 2 

2 0.666667 1.5 

3 0.6 1.666667 

5 0.625 1.6 

8 0.615385 1.625 

13 0.619048 1.615385 

21 0.617647 1.619048 

34 0.618182 1.617647 

55 0.617978 1.618182 

89 0.618056 1.617978 

144 0.618026 1.618056 

233 0.618037 1.618026 

377 0.618033 1.618037 

610 0.618034 1.618033 

987 0.618034 1.618034 

1597 0.618034 1.618034 

2584 0.618034 1.618034 

4181 0.618034 1.618034 

6765 0.618034 1.618034 

10946 0.618034 1.618034 

17711 0.618034 1.618034 

28657 0.618034 1.618034 

46368 0.618034 1.618034 

75025 0.618034 1.618034 

121393 0.618034 1.618034 

196418 0.618034 1.618034 

317811 0.618034 1.618034 

514229 0.618034 1.618034 

832040   

� 3=� 9	�;��� I(� •���Bi� "�M� F�BK�1 1.618034l =� 3=� 9	�;��� ��Ci��"�M� F�BK�

2 0.618034l =��

�������
�r�2�� ��!E���

��
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{��s�|�9H��������9�=2<��	���9�%�)��k��Markovian Property of order �I��"�#�F2;K�

� ��G��� ��#�9�@�2P���� ��4�O���9	�Lt� 9��k0�� ��#� �T	�L� "�#� �	*�K�1, 2,...,t t t k- - -d;=��'

�X��<��-M��^	={ },ty t-¥ < < ¥I+=� 

� ( )( ) ( )1 2 1 21| , ,..., , ,... | , ,...,t t t t k t t t t kt kP y s y y y y P y s y y y- - - - - -- +< = <  

��

{��|������9������Z*	��9���^���9H��������9�L��`���9�1��	��(Second Order one State 

Variable)����

( )1 2 , , ~ 0,4t t t t tx ax bx t T Ne e- -- - = " Î  

�9����Š��Z*	��"��(�9H�1�N/!�"�#�QU2K(First Order two State Variables)��

( )1 2

1

, ~ 0,4t t t t t

t t

x ax by N

y x

e e- -

-

= + +

=
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(rm) a=� 1.2 

 Units: **undefined** 

  

(02) b=  -0.7 

 Units: **undefined** 
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(03) "dx(t)"=  a*"x(t)"+b*"y(t)"+epsilon 

 Units: **undefined** 

  

(04) "dy(t)"=  "x(t)" 

 Units: **undefined** 

  

(05) epsilon=  RANDOM NORMAL(-3.99, 3.99 , 0 , 2 , 19 ) 

 Units: **undefined** 

  

(06) FINAL TIME  = 2  Units: Day 

 The final time for the simulation. 

 

(07) INITIAL TIME  = 0  Units: Day 

 The initial time for the simulation. 

 

(08) SAVEPER  =   TIME STEP  

 Units: Day 

 The frequency with which output is stored. 

 

(09) TIME STEP  = 0.01   Units: Day 

 The time step for the simulation. 

 

(10) "x(t)"= INTEG ("dx(t)", 1) 

 Units: **undefined** 

  

(11) "y(t)"= INTEG ("dy(t)", 1) 

 Units: **undefined** 
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Graph for epsilon
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Current
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(rm) a=  -1.2 

 Units: **undefined** 

  

(02) b=  -0.7 

 Units: **undefined** 
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(03) "dx(t)"= a*"x(t)"+b*"y(t)"+epsilon 

 Units: **undefined** 

  

(04) "dy(t)"= "x(t)" 

 Units: **undefined** 

  

(05) epsilon= RANDOM NORMAL(-3.99, 3.99 , 0 , 2 , 19 ) 

 Units: **undefined** 

  

(06) FINAL TIME  = 2   Units: Day 

 The final time for the simulation. 

 

(07) INITIAL TIME  = 0   Units: Day 

 The initial time for the simulation. 

 

(08) SAVEPER  =    TIME STEP  Units: Day 

 The frequency with which output is stored. 

 

(09) TIME STEP  = 0.01  Units: Day 

 The time step for the simulation. 

 

(10) "x(t)"= INTEG ("dx(t)", 1) 

 Units: **undefined** 

  

(11) "y(t)"= INTEG ("dy(t)", 1) 

 Units: **undefined** 
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